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CHAPITRE 1
PROCEDES PRATIQUES DE CALCUL DES PRIMITIVES

1.1 Préliminaires. Dans ce chapitre et les deux suivants, nous indiquons de
nombreux procédés de calcul des primitives.

Nous avons déja remarqué que, dans quelques cas, la dérivation des fonctions
simples nous fournit immédiatement des primitives. On compléte le tableau des
primitives (obtenu 2 partir du tableau des dérivées) & I’aide des résultats du chapitre
précédent. Ainsi, la dérivée de la fonction In est x > 1/x; mais, si x est strictement
négatif, la régle de dérivation d’une fonction composée montre que la dérivée
de x > In(—x) est encore x + 1/x. Donc, dans tous les cas, on peut écrire

fi’f = In|x|+C.
X

> apparait comme la dérivée de la fonction

De méme, la fonction f: x> .
argument tangente hyperbolique, tout au moins sur ’intervalle ] —1, 1[; mais

Argthx = L in |1F%
2 1—x

2

et cette derniére expression est une primitive de f sur les intervalles ] — oo, —1,
J=1,1] et 11, +oo[.

On trouvera le tableau des primitives, ainsi complété par quelques formules
d’usage courant, en page 253. Bien entendu, comme le tableau des dérivées
usuelles, le tableau des primitives usuelles est a savoir par ceur ! Aucune connaissance
théorique ne peut remplacer un effort de mémoire.

En pratique, on raméne le calcul des primitives au cas des fonctions figurant
dans le tableau des primitives & I’aide des procédés suivants:

— changement de variable;

— intégration par parties;

— décomposition en combinaison linéaire de fonctions plus simples.

1.2 Changement de variable. La méthode du changement de variable dans les
intégrales s’applique bien entendu au cas des intégrales fonctions de leur borne
supérieure; par suite, on peut ’employer dans le calcul des primitives.

EXEMPLES

1. Calculer I = J cos 3xdx.

L’élément différentiel ressemble 4 cos u du = d(sin »). Pour nous ramener 4 ce
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cas simple, posons u == 3x, d’olt dx =du/3 et

I=jcosu%=£Jcosudu=lsinu =lsin3x.
3 3 3 3

2. Calculer I = Je'z"dx.

1L’élément différentiel ressemble 2 e* du = d(e"). Puisque dx n’est pas la différen-
tielle de —2x, posons u = —2x, d’olt dx= —du/2 et

I =J‘e"<-d—u>% --1—J‘e“du R
2 2 2 2

dx
J1—4x

3. Calculer I = J

L’élément différentiel est de la forme du/\/ﬂ ; posons

l—4x=u, d’ol —4dx=du et dx = —du/4.
Alors '
[= | 944 _ ~lj—9‘-”— Y N S Ry v ey
\/u 4 u 4 2
4, Calculer ] = f dx .
S5x—-2

L’élément différentiel est de la forme du/u; posons u =5x—2, d’olt dx = du/5 et

I = J‘.(_lﬁf[_s_z-l- El—El-=~1-1n[u[ =lln|5x——2|.
u S5Ju 5 5

5. Calculer I = J(3x2+4)3xdx.

Posons v = 3x%+4; alors 6x dx = du et x dx = duf6. D’oli :

dx

6. Calculer | = | ———,
J x* +a?

oil a est un nombre réel strictement positif.
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Pour nous ramener au tableau des primitives, posons x = ay; alors

a dy

y2 41

Ce résultat, d’usage tres fréquent, doit étre su par ceeur. D’ailleurs... il figure déja
dans le tableau des primitives!
Calculons par exemple

1=j dx
5432

En mettant 1/3 en facteur, nous nous ramenons & la forme précédente :

[___.l_f =-\/ 1cg\/ —l—Alctg\/3
3J x*+5/3 \15 5

7. Calculer I = J*I-I—]—J—C«dx

Puisque dx/x = d(In x), posons u = In x; alors

2
Izjudu —-E—~(lnx)
2 2

1.3 Utilisation de P’intégration par parties. Soient u et v deux fonctions conti-
niment dérivables; la relation

) =u'v+u',
ou encore
d(u) =vdu+tudv,

montre que

judv = uv—f vdu.

Ainsi, lorsqu’une primitive se présente sous la forme [udv, la formule précédente
montre que 1’on peut se ramener au calcul de [vdu; il se peut que cette nouvelle
primitive soit plus facile a calculer que la premiére. Dans le cas contraire, on peut
essayer d’intervertir les roles de u et de v, et recommencer le calcul.

Ce procédé s’applique pour calculer les primitives des fonctions suivantes :

a) produit d’une fonction polynomiale par une fonction exponentielle;
b) produit d’une fonction polynomiale par un sinus ou par un cosinus;
c¢) produit d’une exponentielle par un sinus ou par un cosinus;

d) produit d’une fonction polynomiale par une fonction logarithme;
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e¢) fonctions trigonométriques réciproques : Arcsin, Arc cos, Arctg, Argsh,
Argch, Argth;
f) certaines racines carrées.

Dans certains cas, il faudra intégrer plusieurs fois de suite par parties, en parti-
culier dans le calcul de primitives par récurrence.

1.4 Exemples

1. Calculer I = J xe?*dx.

Posons u = e** et dv = xdx; alors du = 2e**dx, v = x?/2 et
x2
I= uv-—f vdu = -?:-ezx—‘[ x%e?*dx.

Cette derniére primitive étant plus compliquée que I, intervertissons les rdles, et
posons u = x, dv = e**dx; alors du =dx, v =%e** et

ech 2x

I= lxez"-—l f e dx = e -2 = (2x—1)9-——.
2 2 2 4 4

2. Calculer I = J (x*+3x)e *dx.
En intégrant par parties deux fois de suite, on obtient :

I= ——(x2+3x)e“’°+‘f (2x+3)e *dx

= —(x*+3x)e *—Q2x+3)e”F+2 J e Tdx

= (—x*—5x—5)e"*.

En pratique, on procéde plutdt de la manitre suivante : sachant que I est le
produit de e™* par une fonction polynomiale de degré 2, on écrit I avec des
coefficients indéterminés :

I = (ax*+bx+c)e™ ™,

et on dérive :

ax+b)e *—(ax*+bx+c)e™* = (x*+3x)e”~;
simplifons par e™* :

—ax*+Qa—b)x+b—c=x*+3%.
D’ou

a=—1,2a~b=3, —b+c=0, etenfin b= -5, c= ~5.
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On retrouve bien entendu le résultat précédent. Mais il est plus facile de calculer
une dérivée qu’une primitive!

3. Calculer I = J xsin 2xdx.

Posons u = x et dv = sin 2xdx; alors dw=dx, v= —1/2cos 2x et

I= uv——f vdu = x(-%cos 2x>——-" (——;cos 2x>dx

= ——)fc082x+-1-'sin2x.
2 4

)
1

4. Calculer T = f x cosxdx.

1+cos2x

Remplacons cos®x par alors :

I = —;—lfx(l—i-ccst)dx = éjxdx—i—ijxcostd(Zx).

Une intégration par parties montre que

2
I=ic—-+fsin2x+—1-0032x.
4 4 g ‘

5. Calculer I = J (x* —x) sin JEC dx.

Deux intégrations par parties successives nous montreraient que I est de la forme
suivante :

I = (ax*+bx+c) cos§+ (@x*+b x+c) sing.

Utilisons encore une fois la méthode des coefficients indéterminés, et dérivons la
fonction précédente :

[g—x2+(-lz-+2a)x+f-+ b:lcosf+|:—gx2+(2a’ —?—>x+b'—~—c—ilsin3—c.
2 2 2 2 2 ' 2 2 2

et enfin

I=(—2x>+2x+16) cos -’25 +(8x—4) sing*
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6. Calculer
C= f(?.xz—-l)cos 3xdx e S= J(2x2—1)sin 3xdx.

Nous allons calculer ces deux primitives simultanément : en effet, il découle des
formules d’Euler que

C+ijS = J(2x2—1) e dx.
Nous sommes ainsi ramenés au cas du produit d’une fonction polynomiale par
une fonction exponentielle; donc le résultat est de la forme :
C+ijS = (ax* + bx+c)e>*,
Dérivons les deux membres :
[(2ax+b)+3j(ax®+bx+)]e*¥ = (2x*—1) e’
D’ou
3ajx*+Qa+3jb)x+b+3jc=2x*—1.

Deux fonctions polynomiales égales ont les mémes coefficients :

30 =2 soit a= A
3
. . 4
2a+3jpb=0 soit b =§
b+3jc = —1 soit c=-—-1-j—7—12=1—§l
3 27

et

C+ijS = <— 2 + 2y + EJ) (cos 3x+j sin 3x).
3 9 27
On obtient finalement C et S en séparant les parties réelle et imaginaire :

= fx cos 3x +(2x2——1§) sin 3x,
9 3 27

S = <-—zx2+£>cos 3x +£—1xsin 3x.
3 27 9

7. Caleuler I = J e?* sin 3xdx.

Posons u = e2* et dv = sin 3xdx; alors du = 2e**dx, v= —%cos 3x et :

J

I=uv—f vdu = —%—ez"cos 3x+§ f e?* cos 3x dx.
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On trouve ainsi une primitive analogue & I; intégrons encore par parties, en
continuant a appeler u ’exponentielle (sinon, on trouverait I = 1) :

u=e**, dv=cos3xdx, du=2e*"dx, ov=42%sin3x.

Donc

I = — ie“ cos 3x +ze2"' sin 3x _4 Je“sin 3xdx.
3 9 9

Or, la derniére primitive {(au coefficient prés) n’est autre que I; donc

2x

I = E—(—cos 3x+%sin 3x>—-£—1[’
3 3 9
et enfin :

I= E ez"<——cos 3x + 2 sin Bx).
13 3

Plus généralement, soit a et b deux nombres réels non nuls; on peut calculer
simultanément

C = [e"" cos bx dx et S = [e"" sin bx dx.

o

En effet, grice aux formules d’Euler, nous pouvons écrire :
C+jS = j eI gx,

Or, les primitives des exponentielles & exposant complexe se calculent comme dans
le cas des exposants réels ou imaginaires purs; ainsi :
ax

C+jS = ———1—— eletinx _e__g (cos bx+j sin bx).

a+ib a+j

11 suffit alors de séparer les parties réelle et imaginaire pour trouver :

ax

€
C = ———— (a cos bx-+ b sin bx),
a2+b2( )

S = —we (g sin bx— b cos bx).
a2+b2( )

8. Caleuler I = J-lnxdx.

En posant u = In x et dv = dx, nous voyons que

I= xlnx—fdx = x(In x—1).
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Le méme procédé s’applique pour le produit d’une fonction polynomiale par
une fonction logarithme. Par exemple, calculons :

I = f(x3~2x2+4x—1) In x dx.
Posons u=In x et dv = (x*—2x2+4x-1)dx; alors du = dx/x,

4
v =a—--%x3+2x2——x

4 3
I = (—3—6— ——2-x3+2x2—x> Inx ——J (ic—— -2x2+2x-—1)dx
4 3 4 3

et

9. Calculer

I = J Arc sin xdx, J = JArg sh xdx, K = J Arc tg xdx, etc.

Posons = Arcsinx, Argshx, Arctgx, etc. et prenons toujours dv=dx.
P 1l vient :

I=xArcsinx——f X dx = x Arcsin x++/1—x2;
1—-x?
J=xArgshx—j 2dx=xArgshx——«/1+x2;
1+4+x

K=xArctgx-J‘1'x

2dx=xArctgx-—%ln(l-wcz).

+x

Le méme procédé permet de calculer

3 3
fszrctgxdxr-i—Arctgx-—lj X =
3 3J) 14x

x3

1 1
= Arctg x — =x% +=In(1+x?).
3 gx— 6( )
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10. Calculer I =J x%+1dx.

Une primitivation par parties nous raméne & la méme primitive I au second

membre, avec un coefficient différent de 1. Posons en effet u = /x2+1 et dv = dx;
alors

et

11 suffit d’écrire x* = x*+1—1 pour obtenir

I=x/x*+1-I+ [\/E;;—l_ = x./x*+1—-I+Argshx.
JoSx

D’ol

I= %x,/xz—!-l +§Arg shx.
On pourrait calculer de méme les primitives

J‘ﬁ/xz——-ldx et j«/l—xzdx.

Nous verrons plus loin des procédés plus rapides pour calculer ces primitives,
a Paide de changements de variables.

1.5 Utilisation simultanée des deux procédés fondamentaux. En pratique,
on combine souvent les changements de variable et 1’intégration par parties.
Par exemple, pour calculer

= [ 2R,
1+x7)

posons d’abord y = x?; alors

I = -]; J‘ ln 4 ) dy .
4J (A+y)
Intégrons maintenant par parties, en posant u=1Iny et dv=dy/(l+y)?; alors
du=dyfy,v=—1/(1+y) et

1 1 d
lny+f y

T 414y 4)ya+y
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Enfin,
1 1 1

ya+y) y y+1

et

Inx 1 x2
~1n

1
21+x% 4 1+x*

=_1E1+11n|_y_|=_

41+y Z y+1

De méme, pour calculer
I= J exp (Arc sin x)dx,
posons d’abord y = Arc sin x; d’olt x = sin y, dx = cos ydy et
I= fe”cos ydy.
Nous sommes ainsi ramenésré un exemple déja traité; rappelons que -
e)‘
I= —2-(cos y-+sin y).

Finalement (puisque cos y est positif) :

I = exp(Arc §in x)/2 (/1 —=x*+x).

PRIMITIVES DES FONCTIONS RATIONNELLES

1.6 Primitives des éléments simples de premiére espéce. Soit R une fraction
rationnelle & coefficients réels (ou complexes). Pour calculer

I = J R(x)dx,

on commence par décomposer la fraction rationnelle R en éléments simples sur
le corps des nombres complexes (voir tome 1).

— Le calcul d’une primitive de la partie entiére est immédiat.

— Les primitives des éléments simples de la forme 1/(x—c)?, ot p>1 et ceC,
se calculent de la maniére suivante ’

J dx 1 1
(x—cf 1-p (x—o)’ ™"

— Les primitives des éléments simples de la forme 1/(x—a), ou acR, se calculent
a l'aide de la formule

& |x—al  sur R—{a}.
x—a
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— Il reste a calculer les primitives des termes de la forme 1[/(x—c), ot ceC—R.
Nous pouvons écrire ¢ sous la forme ¢ = a-+jb, b # 0. Alors

1 _ x—a-+jb
x—a—jb  (x—a)>+b>

En prenant les primitives de la partie réelle et de la partie imaginaire, nous obtenons

J—Ej—c——-—— = lln[(x——a)z—!—bz]—kj Arctg-x—_—a.
x—a-jb 2 b

Enfin, si la fonction donnée est a coefficients réels, il conviendra de regrouper les
termes complexes conjugués afin de donner le résultat sous forme réelle.

Remargue. Lorsque R admet O pour seul péle, il est inutile d’expliciter la
décomposition en éléments simples ... car le calcul de I est immédiat! Lorsque R
admet un seul pble a, on se raméne au cas précédent en posant y = x—a.

1.7 Primitives des éléments simples de seconde espéce. En général, il est
difficile de décomposer une fraction rationnelle en éléments simples sur le corps
des nombres réels. Cependant, si I’on a affaire & un élément simple de seconde
espéce, il est inutile de le décomposer en éléments simples de premiére espéce pour
en calculer une primitive.

Considérons en effet

J dx
In = P 2
(ax”+bx+c)"

ol @, b et ¢ sont des nombres réels tels que b? —~4ac<0 et # un entier naturel non
nul. Le trindéme aX?+bX+c n’a donc pas de racine réelle.
Ecrivons ce trindme sous la forme canonique :

i 2 o
aX?>+bX +c= a[(X+~b—> +f1——a—c—,—b-}
2a 4a”

b . 4ac—b? o
Posons y = x + T’ puis t = \/ ——‘—zf-z—b— v ; le calcul de I, se trouve ainsi
a a

ramené i celui de
I = f e
(t + 1)"

On obtient une formule de récurrence en intégrant par parties :

e t t

tZ
= +2n di = +2n(l,—1,.1);
(t2+1)n J(tz_*_l)n-i-l (t2+1)" ( +1)
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soit :
t
2nl, = Q2n-DI, + ——.
+1 n (t2+1)"

On est ainsi ramené &

d:
I = = Arctgt.
' Jt2+1 8

On obtient donc

,  2-1, t
I, = 1+
2 2(t°+1)
soit
’2=1Arctgt+———;————:, _
2 2 +1)
3 t
II —_ 4 +__._..._._._.........’
T4 T4t 12
soit

; ;
+ )
8(t2+1) 4@t%+1)>

I =§Arctgt+

5t 5t ¢

5
I, = — Arctg 1 +
4 16 g

et ainsi de suite.
On peut aussi faire le changement de variable ¢ =tgu; d’ol :

I, = f —J—z“*;d—lzi— = jcosz"—zudu.
(1 +tg?u)" cos®u

Le calcul de telles primitives est exposé au n° 2.6.
Passons maintenant au cas de

5= f __* g
(ax*+bx+c)"
Ecrivons le numérateur sous la forme :
X = L (Qax+b) — -b~
2a 2a

En décomposant J, en deux, nous nous ramenons & des
calculées. '

Chapitre 1

+ ;
162 +1) 242 +1)*  6@*+1)°

primitives

déja
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1.8 Méthodes particuliéres. Soit P un polyndéme & coeflicients réels. Alors
j E—(—)—de = In|P(x)|.
P(x)
De méme, pour tout entier naturel non nul #,
P(x)ndxz—l—' : n—-1"
[P(x)] 1—n [P(x)]
Il n’est donc pas toujours utile de décomposer en éléments simples!

Soit maintenant R une fraction rationnelle. S’il existe un entier naturel n>1
et une fraction rationnelle S tels que

R=S(X")x" 1,

le changement de variable 7 = x" raméne le calcul de
I = J R(x)dx
4 celui de
! J S{®ds.
n
On abaisse ainsi les degrés du numérateur et du dénominateur.

1.9 Exemples

1. Calculer | = f ———2—J-C+—3—dx .
x> —~5x+6
La fraction rationnelle
. 2X+3
X*-5X+6

admet pour péles simples 2 et 3; sa partie entiére est nulle (car d° (R)<0). On peut
donc écrire a priori R sous la forme

A B
i
X-2 X-3
Rappelons que les coefficients 4 et B sont donnés par :

_2x243 ., _2x343 _
2-3 3-2

A 9.

Ainsi :
I = —-7J _fl.’i_.;.gf dx = —Thnjx-2{+91In{x—3]|.
x—2 x—3
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dx
2. Calculer I = J x—z(—x:—-ﬁ .
La fraction rationnelle R = X’T(Xl_—ﬂ—-—ﬁ se décompose en éléments simples
sous la forme
R=2+2,_C
X* X X+1

On trouve aussitét C = 1. En effectuant la division de 1 par 1 + X a I'ordre 1,
on obtient 4 = 1 et B = — 1. Ainsi,

1 1 1
R = — — — .

x* X+X+1

Donc
1=J9§-—fgf+J-d—x—-=~1-—1n1x]+1n[x+1|.
X X x+1 x »
3. Calculer I =J dx . x
x 41

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle
1
X341

Cette fraction rationnelle a une partie entiére nulle et trois pdles simples, & savoir
—1, —wet —w?, ot :

w = X3 et 0* =@ =e" "3,

Rappelons que le résidu relatif & un pdle simple @ est donné par

A=f@ _ 1
Q@ 3a®
D’ol
2
Rl L jo L o L
3X+1 3 X4 3 X+o
et
2 . 2 2 _1
=-1-1n|x+11+1<-‘9+“—’—>1n(x2-x+1)+<—39+J-‘-"-—>Arctg ainiy
3 2\3 " 3 33 J3
Puisque w+w? = —1 et que

j(@®—w) = j(=j/3) = /3,
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nous obtenons finalement :
2
I = ln (x+1) 2x

6 x*—x+1 \/“ f

On aurait pu aussi essayer de décomposer R en éléments simples sur le corps des
réels :

4 MX+N
X+1 X*—X+1

Faute de méthode générale, le calcul de M et de N se ferait par identification.

Nous allons voir cependant des exemples ou la décomposition en éléments
simples sur R est aisée :

4

3 dx.
x"4+4x

4. Calculer I = J-

Ecrivons a priori

4 4 MX+N
T Xr4x X X244

Puisque R est impaire, il est évident que N = 0. D’autre part, les méthodes habi-
tuelles montrent que 4 = 1. En cherchant la partie entiére de XR, nous obtenons
M= —~A=~—1. Donc

1 X

T X X?+4
Ainsi :

el
x x2+4

La fonction a intégrer étant impaire, on peut aussi faire apparaitre la variable
y = x2, en multipliant le numérateur et le dénominateur par x :

4 xdx dy dy
I = T 7 =2|— =2 | ——.
x* 4+ 4x y 44y vy +4)
Puisque —n - L(L__1
St Y v H - A\X T ¥+ 4)

CI1fdy 1 d 1 1

(11 est inutile de mettre des valeurs absolues, puisque y = x> > 0.)

dx = In|x| — -:liln(x2+4).
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x*+x%+2
(x*+2)*
Faisons apparaitre des puissadces de x?+2 au numérateur; & cet effet, écrivons :
X34+ X242 =X(X?+2)—2X+(X?+2).

5. Calculer I =

D’otr
X3 4+Xx*42 2X b'¢ 1
T e s Tt et m st
(X*+2) (X°+2) X*+2 X*42

I= —J———i-z—x—idx—kj Zx dx+J' de
(x*+2) x*+2 x“+2

1
x2+2

et

1 1 x
+ = In(x*+2) + — Arc tg —.
2 J2 J2

x2

6. Calculer I = dex.
(ch—{—l)2

On écrit de méme:
X’ =X*+1)-1;

J dx j- dx
I = -
x%+1 2 +1)?

d’olt

=Arctgx———1-Arctgx-— f
2 2(x*+1)
= ! Arctg x — f .
2 2(x*+1)
On peut aussi intégrer par parties, en posant ¥ = x et dv = (x—zx_-g—%-z—, ce qui
conduit & du = dx et v = — ——>—— . Ainsi,
2(x* + 1)
x 1 dx x 1
I o e _— E T wed "‘A Ct A
2(x2+1)+2jx2+1 2z 1) Faeex
7. Calculer 1 = J dx .
x*—1

-Puisque la fraction rationnelle R = 1/(X*—1) est paire, posons ¥ = X2; alors

1 11 1 1 1 1 1
R = ) E e — = e - 2+—————-—5 ™
Y1 2Y-1 2Y+1 2\1-X* 1+X
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D’aprés le tableau des primitives,

1 J dx 1 J dx 1, [1+x
I == -= = —In|—
1-x* 2) 1+x* 4 |1-x
Il a donc été inutile de décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
1/1—-X%.
Passons maintenant & des exemples de calcul de primitives de fonctions ration-
nelles par changement de variable :

———-Arct x.
> g

4

dx
(x+1)°
Il y. a un seul pdle, & savoir —1; posons donc y=x+1:

j(y 1)“ J’y —4y° +6y —4y+ly

Jydy 4de+6ffl-¥ 4[‘“’

8. Calculer I = J

y* 1

e T P

S 4y 1yl 2y

——-(x+1)2 4(x+1)+61n|x+1|+——f1—— 1
x+1 2(x+1)*

.

9. Calculer [ = J‘—————dx
(xz — 1)2

3

La fonction 2 intégrer est impaire; posons donc y = x? :

d
=__J YI+21dy=—1-J—éy—-+l y_
(- 1) (-1 2Jy-1 2J) (-1)"

dx
x(x? +1)

10. Calculer 1 =J-

La présence de dx/x nous incite & prendre pour nouvelle variable u = x*; alors :

u X
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donc
e
3Ju@+) 3J u 3Ju+l
1 u 1 x®
==-n|—| =~1In .
3 u+1 3 x+1

La méme méthode permet de calculer :

_ J' dx
x(x"+1)
oll » est un entier naturel non nul. On pose cette fois u = x"; d’olt
n
I= L In|-2—|.
n |x"+1

1.10 Composées de fonctions rationnelles et de fonctions exponentielles. Voici
un cas olt un changement de variable permet de se ramener au cas des fonctions
rationnelles : soient R une fraction rationnelle et ¢ un nombre réel non nul. Pour
calculer la primitive :

I= f R(e™)dx,

effectuons le changement de variable ¢ = e®*; alors dx = ! g—t- et
at
=1 J R® 4.
a t
ExEMPLE
Calculer | = J‘ dx .
e*+1
Posons ¢t = ¢e*; alors
1=f d :JE‘_‘_ S Y LN R
t(t+1) t t+1 t+1 e +1




EXERCICES

Changement de variable

Calculer les primitives suivantes :

¥ 3
1.1 Je" cos e* dx 1.2 (-I—I-l-f-)—- dx
[ dx ) dx
1. P ame 1.4 —
3 Jx(l-an) Ucos(lnx)x
dx [ 3
1.5 e 1.6 sin 2x cos” 2x dx.
x\/ 1—-In%x J
Intégration par parties
Calculer les primitives suivantes :
1.7 stinxcosxm 1.8 fx"lnxdx
1.9 J‘x"’(]n x)? dx 1.10 st sin 2x dx.
Fonctions rationnelles
(x+2 [ dx
111 L2 |
Jx+1 dx 1 J—x-x+2
2 +x+1 M %3
113 |—— 1.1 e
sz—-x'-ldx 4 Je2+1)? dx
[ dx [ X3
.15 |j———r 116 |
Jxa+x @+ &
5 r2
X x“+2
117 |- dx 1.18
f(x2+l)3 dx3-1 dx
(x*+1)? 2x%—x+2
1.19 dx - 120 |——
_[(x —-1)8 - J 2x-3 dx
12 [ 12 [
) x4 +x2—-2 T Jxtext-2
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1.23

1.25

1.27

1.29

1.31

1.33

1.35

1.37

x2+x3
L

n
x2

JG2+a?) (x2+57) dx,

+
x2dx

m
3xdx

[ dx

J x2+10x+13

e d
3x*

- dx
Jxt5x2+4

P

Tx+3

J x2+12x+52

a#*b

1.26

1.28

1.30

1.32

1.34

1.36

1.38
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Cx + 1

Jex—1?

L 20x+17

J@x+ 1)? (3x+5)

"
x5

JET=D G+

(23 —2x% —2x+1
x*—2x3+x2

(x24+x+1

x2—x+1
o

2x® +x+3

Ja+ x2)2



CHAPITRE 2
INTEGRALES TRIGONOMETRIQUES

2.1 Méthode générale. On se propose de calculer les primitives de la forme

I=ff(sinx, cos x)dx,

ol f désigne une fonction rationnelle de deux variables.
Par exemple

f dx j dx J dx etc
1+sinx’ cosx. 2sinx+3cos x+1° )

Rappelons que les fonctions circulaires sinus et cosinus s’expriment rationnelle-
ment en fonction de 7 =tg x/2 (voir tome 1). Plus précisément,

. 2t 1—-#2
sin x = —, COS X = 7
141 14t
Par suite,
tgx = .
1—-¢2

Le changement de variable t=tgx/2 conduit & x=2Arctgt+2kn et a
dx = 2dt/(1+1?); le calcul de I se trouve ainsi ramené & celui de

f},( 2t 1—t2) 2de

142" 14+82) 1442

c’est-a-dire au calcul d’une primitive d’une fornction rationnelle de la variable ¢,
Cette méthode générale conduit parfois & des calculs compliqués, et il convient

dans la mesure du possible de choisir des variables mieux adaptées. On tiendra
compte des remarques suivantes :

a) Si ’élément différentiel f(sin x, cos x) dx est invariant par le changement
de x en —x, on posera u == cos x.

b) Si I’élément différentiel f(sin x, cos x) dx est invariant par le changement
de x en m—x, on posera u == sin x.

¢) Si I’élément différentiel f(sin x, cos x) dx est invariant par le changement de
x en n+Xx, on posera u == tg x. (Cela revient 4 poser d’abord y = 2x, puis u=tg y/2.)

Dans chacun des cas, la nouvelle variable doit apparaitre naturellement ... sans
calculs de radicaux qui feraient apparaitre des doubles signes!

Nous allons illustrer ces principes par de nombreux exemples; nous verrons
ensuite des cas oll la méthode générale n’est pas forcément la meilleure.
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2.2 Exemples

dx
2+cosx'

1. Calculer I = J

Aucune des régles particuliéres ne s’applique ici. Effectuons donc le changement
de variable ¢t =tg x/2; d’olt

dt dt 2
[=2| ——r——=2| ——=-"Arct
fza+¢6+1—ﬁ Jt2+3 J3 gvf

Finalement,

2+cos x \/3 3 2)

dx

2. Calculer I = J——-—-—————-———
sin x+cos x+2

Posons toujours ¢ = tg x/2; alors

1_" 2dt/(1+1%) ._J 2dt
Y —2 ) 2t+1-2 2
2+1 42 +1—-242(1+1%)
1+ 1+t
o 24 [
J 242143 (t+1)%+2

Posons alors u = ¢+ 1; d’aprés le tableau des primitives usuelles,

J‘.it.l._z_l__Arctg.y__

vz o 2

Il en découle que

= tg x/2+1
I =./2Arctg (————-———)
J2

tg x dx

3. Calculer J
1+4cosx
1.’élément différentiel est invariant par le changement x en —X, car

tg(—x)d(—x) tgxdx
1+cos(—x) 1+cosx
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Posons u = cos x, d’ott du = —sin xdx et

I ~_J‘ sin x dx _ __f du

cos x(1+cos x) u(l+u)

Or,

N SRR T

u(l+u) 1+4+u u

donc

I=1n 1+u I 1+4cos x

u cos x

résultat que ’on aurait pu obtenir bien entendu en posant ¢ = tg x/2.

cos xdx

4. Calculer | = f .
cos’x—4sinx—6

L’élément différentiel est invariant par le changement x en m—x. Posons
=sin x, d’olt du = cos xdx et

J' du J du
I = e 2 — —_—
1—-u2-—4u—6 wt4u+s

J——————w = —Arctg (u+2);
u+2)*+1
donc I= —Arctg(2+sin x).
5. Calculer I = J __gzc___
2—sin®x

L’élément différentiel est invariant dans le changement de x en x--7; posons
donc u =tg x. Alors

I=J—di- ctgte = L ArctgBX

RN AN A

Remarquons que I’élément différentiel s’exprime simplement en fonction de
y=2x; en effet,
dx 1 dy __dy
2—sin’x 22—(l—cos y)/2 3+4cos y'

Cependant, le nouvel élément différentiel n’est invariant ni dans le changement
de yen —y, ni dans celui de y en n—y, ni dans celui de y en y + 7. Nous devons donc
nous rabattre sur le changement de variable u = tg y/2 = tg x, ce que nous avons
fait depuis le début.
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Dans I’exemple suivant, nous verrons que le changement de variable y =2x
peut étre bénéfique.

6. Calculer I = f%dx.
cos” x-+sin” x
Posons d’abord y = 2x; alors
{ . .
=1 _ .2511122x - _ dx=lj sm'y2 dy
2 J (cos” x+sin”x)"—2sin”x cos” x 2J) 2—sin"y

Cette fois, 1’élément différentiel est invariant dans le changement de y en —y.
Posons donc u = cos y; alors

1 du 1
I= —- = —=Arctgu.
?.J‘1+u2 2 £

Finalement,

J_ﬁgili@%_dx = —Larctg (cos 2.
cos* x+sin* x 2

2.3 Méthodes particulidgres. Soient p et ¢ deux entiers rationnels; pour calculer
les primitives

J sin px cos gx dx, J‘ sin px sin gx dx et J cos px cos gxdx,
on transforme les produits en sommes, grice aux relations :

sina cosb = % [sin (a+b)+sin (a—b)],
sina sin b = -:1): [cos(a—b)—cos(a+b)],
cosa cosb = % [cos(a+Db)+cos(a—Db)].

EXEMPLES

1, Calculer I = J‘sinSx cos2xdx.

Appliquons la premiére formule :

I= Jé [sin(3x+2x)+sin(3x—2x)]dx,
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1 . 1 . 1 1
—Jsmedx—i—— J sin xdx = — -—cos 5x — —cos x.
2 2 10 2
Ce type de calcul nous servira dans I’étude des séries trigonométriques.

2. Calculer J‘ sin?xdx et f cos?xdx.

C’est le cas oit m =p. Les formules de transformation de produit en somme se
réduisent a :

. 2 1—cos2x 2 14-cos 2x
SINT X == e et COs” x == ——— .
2 2
D’ou
. 2 x 1. 2 x 1.
sin“xdx = = — —sin 2x, cos“xdx = -+ —sin 2x.
2 4 2 4

2.4 Primitives de la forme I, = f cos? x sinxdx, olt p et g sont des entiers
rationnels.

a) Si p et g sont impairs, on pose p=2p'+1 et g=2g"+1 et 'on prend pour
nouvelle variable u = cos 2x; alors :

1 . ,
L= T orrel J (A+u) 1—-wdu.

b) Si p est impair et g pair, on pose p=2p’+1 et I’on prend pour nouvelle
variable u = sin x; alors :

I,= J A—u®" udu.

c) Si p est pair et g impair, on effectue de méme le changement de variable
U = COS X.

d) Si p et g sont pairs, on peut abaisser le degré en remplagant cos? x et sin® x
en fonction de cos 2x, sin x cos x en fonction de sin 2x.

EXEMPLES

1. Calculer | = J cos® x sin® xdx.
La méthode a) conduit & poser u =cos 2x; d’out

1
I=—— 14u) (1 —u)?du.
IGJ( ) (1—u)

QUINET — Mathématiques supérieures., Tome 3 2




26 Chapitre 2

Nous devons donc calculer une primitive d’une fonction polynomiale :

2 3 4
I= —lj(l—u—u‘z—i—zf)du = ——1—<z¢~y——~u~+u—).
16 16 2 3 4

Finalement :

1 cos?2x cos’2x cos*2x
I=——{cos2x— - + .
16 2 3 4

2. Calculer I = J cos?x sin®xdx.

Ici p est pair et g impair; on prend donc comme nouvelle variable # = cos x. D’oll

I= ‘[sinzx cos® x sinxdx = —J A-u®)u?du
u* ot cos*x  cos’x
3 5 3 5

3. Calculer 1 = J cos? x sin* x dx.

Ici p et g sont pairs; la méthode indiquée en d) conduit & écrire :
1= f (sin x cos x)? sin® xdx = Elg‘ J sin?2x(1 —cos 2x)dx,
soit :
1
I= 7 (1—cos4x) (1—cos 2x)dx,
ou encore : :
I= —?;15 J (2—cos 2x—2 cos 4x+cos 6x)dx.

Finalement :

I =—J-C—m—l—sin2x-—Lsin4x+—l——sin6x.
6 64 64 192

2.5 Primitives de la forme I, = J' sin"xdx et J, = J cos”xdx, ot #m est un

entier naturel.

Ces primitives rentrent dans le cas a) de la méthode précédente, lorsque m est
impair.
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Dans le cas général, on peut encore intégrer par parties :

I,= j sin™ 'x sinxdx = J udy

avec :
. -
du = (m—1) sin™ "~ x cos x dx, = —COSX.

I,= —sin" !x cosx-J (m—1)sin™ ?x (—cos®x)dx

—sin™ ! x cosx+(m—1) f sin™ % x (1 —sin? x)dx
= —sin™ " 'x cosx+(m—1) j sin” " 2xdx—(m—1) f sin"xdx ,
et cette derniére primitive n’est autre que /. On en déduit
ml, = —sin™ ' x cosx+(m—1) J‘sin"‘"2 xdx;

en divisant les deux membres par m, on obtient I, en fonction d’une primitive
ou I’exposant est devenu m—2. On obtient ainsi la relation de récurrence :

| R m—1
I,= —=sin"" ‘xcosx+——1I,_,.
m m
On se raméne ainsi au calcul de I, = [sin xdx = —cos x si m est impair, et & celui

de I, = [dx = x si m est pair.
On peut enfin utiliser les formules d’Euler :
el eI L

COs X = | sin x = —————
2 2]

que I’on éléve & la puissance m; les coefficients binomiaux sont donnés par le
triangle de Pascal (voir tome 1). On regroupe les termes équidistants des extrémes
pour obtenir des sinus ou des cosinus, au premier degré.

Le calcul de J,, s’effectue de maniére analogue; on peut encore passer d
J. a I, en remplagant x par /2 —y.

EXEMPLE

Calculons I, = J sin” x dx

a laide des trois procédés ci-dessus.
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a) Posons ¢ = cos x; alors

I, = _J (A-tH3dt = —f A=324+3t*—15)dt

I

—t4+1 _3p +—1—t7
5 7

3 3 5 1 7
~COS X 4+ CO8 x—gcos x4 ~cos' x.

b) Intégrons par parties :

1, ——lsinéx cOs X +~6—15
7 7

Is= ~Lints cosx~}-‘113
5 5

1. 2
I, = —Z=sin®xcosx +=1I,.
3 3
Comme I, = —cos X, nous voyons que
1.6 6 .4 8 ., 16
I, = — -sin”x cosx — —sin” x cosx — — sin“x cosx — — cosx.
7 35 35

¢) Linéarisons sin’ x; d’aprés les formules d’Euler,

sin’x = L (e =

27
Tix __ o=Tix Sjx _ o—5jx 3jx__ o—3)x jx _ aix
=—16[e R . SR § P . S | ]
2 2j 2j 2j 2]

I

- é—; (sin 7x—7 sin 5x+21 sin 3x~35 sin x),

et

I, = —LG cos 7x—zcos Sx+7cos 3x—35 cos x>.
64 \7 5

Remarque. Si m est égal a 3, il est plus avantageux de se servir des formules
suivantes bien connues en trigonométrie

¢in 3x = 3 sin x—4 sin® x
cos 3x = 4 cos®x—3 cos x

d’ott I’on tire sin® x ou cos® x en fonction de lignes trigonométriques au premier
degré, faciles 2 intégrer.
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Sim =4, on élévera au carré les formules suivantes

. 2 1—cos2x

sin®x = —————
2

2 1+4cos2x

cos x=—-———2——~—

ce qui donne trois primitives. Par exemple :

2
Jcos‘*xdx = j(liﬁ;i%f) dx = i—[f dx+2Jcos 2xdx+Jcos2 2xdx].

Dans la derniére primitive, on remplace cos® 2x en fonction de cos 4x :

cos?2x = w.

2.6 Primitive de la forme J, = J dx et J, =J .dx , ot n est un entier
cos"x sin” x

natarel non nul.

a) Sin est pair, on pose n = 2n’. Pour le calcul de I, la méthode générale con-
duit 2 effectuer le changement de variable t =tg x, d’olt :

I, = J (142" tdt.
On retrouve ainsi la formule :

J‘ dx
2 =1gx.
cos“ x

Enfin, le calcul de J,, se raméne au précédent grice au changement de variable
y=mn/2—X.

b) Si n est impair, on pose n=2n'+1. Le calcul de J,, ., se raméne au cas
d’une fonction rationnelle grice au changement de variable ¢ = tg x/2 :

1 (1 + tl)Z n’

22n th +1

dz.

Jows1=

(Le calcul est plus simple que si I’on avait posé u = sin x.)
Par exemple,

dx =j<l¥ = Injt| = Intg /2.
sin x t
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Enfin, le calcul de 7,,..., se raméne & celui de J,,.,, grice au changement de
variable y = n/2—x. En particulier,

=In|tgl -+ ~}|.
cos X 2 4

2.7 Exemples

dx
cos* x

1. Calculer I =J

Posons u = tg x; alors du = dx/cos? x et 1/cos® x = 1 +u>. D’ol
3 3
I = j(1+”2)d1‘:u+% = tgx+thx

De méme, prenant pour nouvelle variable cot x, on voit que

[ dx cot®x
= —cot x —

sin® x

%

De nombreuses primitives se raménent 2 la forme précédente; ainsi :

no,
sin? x 1—cos?x dx dx
——dx = | ———dx = 6. ranE
cos® x cos® x cos® x cos* x
rn .
cos 2x 2 cos®x— 1 2f dx j' dx |
= - 3
cos*x cos? x cos*x

dx = J
ro - 22
sin 3x J351nx 4 sin® xdx=J3 4 sin xdx

o

J cos*x

dx =
J sin2x 2 sinx cosx 2cos x

—l+4cos’x ..lf dx +2Jcosxdx.-

2cosx 2J cosx

a2
2. Calculer I = f s1n3xdx

Cos™ x

Nous pouvons écrire I sous la forme :

f dx J dx
I = T .
cos’ x cos x

Pour calculer la premiére primitive du second membre, nous pouvons poser
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y = m/2—x, puis u = tg y/2. Nous pouvons aussi intégrer par parties
dx cos x sin x sin? x
= -—dx = T — 2| —5—dx
cos x cos” x cos “x cos’ x
sin x dx dx
=——=12 f s+ 2 f ;
cos” x cos” x cos x

J dx X +11n tg(J—c-i-E).
2 4

cos®x 2cos’x 2
(On remarquera que l’intégration par parties de [dx/cos® x conduirait & une
relation entre [dx/cos® x et ... [dx/cos® x. Il convient donc d’intégrer par parties
le terme que ’on connait ... pour en déduire le terme que I’on ne connait pas!)

d’ou

3. Calculer I = f ——‘1—3—6—7
sin x cos® x
Puisque 1'élément différentiel est invariant dans le changement de x en —x, la
méthode générale conduit & prendre cos x pour nouvelle variable. Voici une
méthode beaucoup plus rapide (mais trés artificielle) : puisque cos? x+sin® x = 1,

nous voyons que

2 ) .
I=JCOS x--sin xdx= dx _}_J sin x dx

sin x cos® x sin x cos? x

La premi¢re primitive a déja été calculée; la seconde se traite grace au changement -
de variable u = cos x; d’ou

I=In tg’f'+ L

2 cos x
4. Calculer I = Jm
1+sin x

Pour mettre le dénominateur sous la forme d’un produit, posons y = n/2—x;
alors
1+sin x = 1+cos y = 2 cos® y/2.

2
1=_J_5<Lsz_x_dyz_j%_%§§/_2%dy=-y+lj__%z___
2 cos” y/2 2 cos® y/2 2 J cos® y/2
—y+tgy/2.

Finalement (2 une constante additive prés) :

T X
I=x+tg{——~1.
g<4 z>

D’otu :

Il




\

32 Chapitre 2

2.8 Primitive de la forme I, = j tg" x dx, ol n est un entier rationnel.

Le cas ol n est négatif se raméne & celui oll # est positif grice au changement de
variable y = n/2— x. Supposons donc z strictement positif, et distinguons deux cas.

a) Lorsque n est impair, on pose n=2n'+1. La méthode générale conduit 2
effectuer le changement de variable ¢ = cos 2x; d’ol

_ L[ a=o
2 (1+t)n'+1 :

n

Pour calculer cette derniére primitive, il est commode d’effectuer le changement
de variable y =1+1.

Dans le cas ot n=1, il est plus simple d’effectuer le changement de variable
t=cos x; ainsi :
[ dt
tgxdx = —| —= —In{t] = —Injcos x|. -
J t
Par suite,

cot x dx == In |sin x| .

o/

b) Lorsque n est pair, la méthode générale conduit 2 effectuer le changement de
variable ¢ = tg x, qui convient aussi lorsque n est impair. En effet,

tll
I, = dr.
J1+f

EXEMPLES

1. Examinons lecas ot n==4:

[t ) 1 £ .
S di'= -1+ 5 dt =— —t+Arctgt.
J 1+t 141 3

Par suite,

tgd x
3

tg* xdx = —tgx+x.

LY

2. Examinons maintenant le cas ot » = 5. La méme méthode conduit a :

r 5 54 43 .3
tgsxdx=j : 2dt=jf_ﬂ__f_z_f_ﬂdt
141 141t

3 t 21 2
= | P#dt— | tdt+ dt =~ == +=In(1+1%).
J 14+ 4 2 2
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Dot :

1 1
Io=—tg*x — =tg? x—In |cos x| .
5 4g S8 l l

Puisque 1’exposant est impair, nous pouvons aussi poser ¢=cos2x; d’ol :

Lfa=y’ dt.
2 (1+1§)3

5=

Effectuons le changement de variable u = 1+ 1¢; alors :

_ 2
15=—1J(2 3"‘) du:—-zf—d‘s‘u —-d;‘--l- du
2 u u U 2 u

_Ll 2 L
u 2

u2

2.9 Intégrales de Wallis. Nous allons voir sur un exemple célebre que le
calcul d’une intégrale, c’est-a-dire d’un nombre, est parfois plus simple que celui
d’une primitive, c’est-a-dire d’une fonction. En effet, pour certaines bornes
d’intégration, la partie tout intégrée d’une intégration par parties peut étre nulle.

Considérons I’intégrale

/2
I, = sin” x dx,
0

ol m est un entier naturel.
Le résultat de 'intégration par parties, établi précédemment, devient :
ml,, = [—sin™ *x cos x]32 +(m—~1)1I,_,,
soit
mIm = (m- 1)Im~2 .
Cette formule de récurrence permet de ramener, de proche en proche, le calcul
de I, & celui de I, ou de I; suivant que m est pair ou impair.

— Si m=2p, on obtient

2P12p = (ZP”I)IZp-—z
(ZP—Z)Izp~z = (2p—3)12p~4

..............

En multipliant membre & membre, il vient :

_1x3x5x .- x@2p—1) =

I,
2X4x6% -+ X2p 2

14
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car "
n/2 7
| I, = L dx = 5
— Sim=2p+1, on obtient
(2P+1)12p+1 =2P12p——1
@p— 1)Izp--1 = (ZP—2)Izp—-2
......... 313=211
Comme

nf2
Il:J sinxdx =1,

on déduit en multipliant membre & membre :

2x4%x6x - xX2p
35xTX - x(2p+1)

12p+1=

Remarquons que les deux intégrales
w2 n/2 .
J sin™ x dx et J cos™ xdx
0 0

sont égales. Pour le démontrer, il suffit, dans la deuxiéme par exemple, de faire le
changement de variable x = /2 —u.




2.1

2.3

2.5

2.7

2.9

211

2.13

2.15

2.17

2.19

2.21

2.23

2.25

Jcos x— cos 6

(poser tg x/2 = t et tg 0/2 = o)

EXERCICES

Calculer les primitives suivantes :

" sin x dx
a+bcos x

~

dx

Ji+ cos? x

»

dx

”

dx

J sin? x cos? x

*

dx

Bel0, n] — {

J a? cos? x+b? sin? x

.
cos® x dx
sin? x

m

dx

w1+ cos x+ cos 2x

m

dx

J sin* x+ cos* x

3

cos 3x cos® x dx

[(sin x)*/?

COos x

)

dx

JIcos x(1— cos x)]*/2

rn

sh® x dx

dx
sin x cos x(sin x + cos x)

2.2

2.4

2.8

2.10

2.12

2.14

2.16

2.18

2.20

2.24

*

dx
J 1+tg x

n

" cos x dx
1+ cos x

utg3x

N
cos* x dx
sin x

.
cos® x dx
J 1—-2sinx

[ cos x dx
d5—3 Ccos x

cos 2x dx
cos? x

sin* x cos®

xdx

Ju + cos x)1/? dx

Jh + cos 3x)%/?% dx

cos’ x q
(sin x)1/3

sin® x
cos’ x

dx

X

(poser tg x = sh y)




CHAPITRE 3
INTEGRALES ABELIENNES

Les intégrales abéliennes (introduites par Niels Abel au début du XIX® siécle)
sont des primitives faisant intervenir des radicaux. Nous allons voir quelques
cas particuliers trés importants.

3.1 Primitives de la forme | = J ———___§-——E-_:_
\/ ax®+bx+c

Lorsque a =0, le changement de variable ¢ = bx + ¢ montre que

=142 5 = 2B,

b \/; b

Lorsque a #0, on écrit le trindme aX?+bX + ¢ sous forme canonique :

2 32
aX?+bX +c= a[(X + —b—> + ifc—zé—].
2a 4a

On est ramené & I'un des trois sous-cas suivants (k désignant un nombre réel
strictement positif) :

rn

—ﬂ—— =Arcsing,
J S —u? k
[ du u
e =z ATg SH
J JuP kP k
_du = Argch 2.
J \/uz-—kz k

Cette dernicre expression n’étant valable que si #>k, on retiendra plut6t
du
f 2 Infu SR
N

Toutes ces primitives ... bien entendu 2 savoir par cceur ... sont consignées
dans le tableau des primitives usuelles.

(Pour ne pas mélanger ces cas, on notera que \/ k? —u? n’est défini que sur
un intervalle borné, tout comme arc sinus; ./u?-+k? est toujours défini, comme

argument sinus hyperbolique; enfin, ./u?—k? n’est défini qu’en dehors d’un
certain intervalle borné, tandis que Arg ch u/k n’est défini que pour u supérieur 4 k.)
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3.2 Exemples.

1. Les résultats précédents conduisent immédiatement 2 :

dx X dx X
—— = ArCsin—, e = Arg sh —
J (4—x*)'? 2 f (4+x2)1* 52

dx x
— = Argch= si x>2
J(xz—4)”2 )
=Inlx+& -4 st |x] > 2.

dx
+2x+ 1)

2. Calculer I = J
(—4x?

En mettant le radicande sous sa forme canonique, nous obtenons :

I f dx _1 j dx
Al 28— (A +16)j64] 2 /[(x—1/4) —20/64]

On se raméne au tableau des primitives en posant y =x—2. D’ou

I = -I—Arcsin Y - 1Arcsin4x—__1.
5

o 2

3. Calculer I = f dx .
(x*+12x+48)/2

On obtient de méme :

dx x+6
I= J —_—— = Arg sh .
[(x+6)*+12]"* 2./3

4. Calculer I = J ——-gzc————
P4 x-2)?

On obtient cette fois :

dx

= J [+ 1/2° —9/4]72 In [x+1/24+/(x+1/2)° —9/4] .

dx
(px+q) \/ax2+bx+c

3.3 Primitives de la forme [ = J

37
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On se rameéne au cas précédent en posant :

1

t == .
px+q

Supposons par exemple ¢ >0; alors :

dx dt 1—gt
px+q N —7’ = —;t_—
et
\/m = ;};\/a(l-—qt)2+b(1——qt)pt+cp2t2.
Finalement :

[=— P dt.
J(@q* —bpg+cp® ) +(bp—2aq)t+a

Sur des exemples numériques, on obtient des expressions trés simples.

EXEMPLES
1. Calculer I = J———-—dx——, avec x > 0.
x(1+x%)H?
Posons x = 1/u; alors dx/x= — dufu, et
du du 1
I=—-)] ————=—}| ————— = —Argshu = —Argsh—-.
j u (L 1D j @y T #2%

2. Caleuler I = J ——-———Slic—-——
(1—-xy1 ——xz)“z

Posons x—1 = 1/u; alors

1:] du - I S
Wl — (1 + 1?2 (—2u — D2’

(Puisque x* < 1, u est négatif.)
Finalement :

I=/=2u=1= /if;‘
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3.4 Primitives de la forme [ = J ax®+bx-+cdx.
Lorsque a =0, le changement de variable ¢ = bx+ ¢ montre que
1 - 2 2
I=|=tdt = =% = Z (bx+c)*>.
J‘ b \/ 3b 3b ( )

Lorsque a#0, on écrit le trindme aX?+bX+ ¢ sous forme canonique :

2 12
aX2+bX+c=a[<X+i> ydacsh ]
2a 4a

On est ramené a 1'un des trois sous-cas suivants (k désignant un nombre réel
strictement positif) :

[ = J B—u?duy, J= j«/uz—kkzdu, K = J u?—k*du.
On peut alors intégrer par parties, comme il a été dit précédemment. On peut

aussi utiliser un changement de variable.
Pour le calcul de I, posons u =k sin ¢, ol tef —=/2, n/2]; alors :

I= k"j \/1——sin2tcos tdt = k* J cos*tdt = k?[2 J (14cos 21)dt

i <sm 2t+i)’
4 2

J‘ﬂ/kz-uzdu = l(uﬁ/kz—u"Z + k% Arc sin f;;)

2

soit :

Pour le calcul de J, posons # = k sh ¢; nous obtenons de méme :

J = k2<————-8h2t + —t->,
: 4 2

soit ; :
f Jur+k*du = %(u«/uz—i-kz + k* Arg sh —;E)
Pour le calcul de K, posons u =k ch ¢, oﬁ t=0; alors :

2
K = k""J sh? tdt = ’—‘-j (ch 2t—1)dt = k2<§.h_2‘_i>,
2 4 2

soit :

J w?>—k*du = %(u‘/uz—-kz - k? Argch%).
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3.5 Exemples

1. Calculer | = f (5-3x%"?dx.

Posons x = ./5/3 sin u; alors :

I = f [/5 (1 —sin®u)]*/? \/Ecos udy = S f cos?udu
3 e

= LI(I—!—COS 2u)du = 5 (u_}_sm 2u)
2/3 2./3 2
3 T (5 22112
- __5_<Arcsin\/-§x+M_m_).

2/3 5

2. Cdleuler I = j(x2+24x+244)”2dx.

Remarquons que
X2 +24 X+ 244 = (X +12)*+100.

Posons donc y = x-+12; alors :
I= j(y2+100)1/2 dy.
Le changement de variable y = 10 sh # conduit 2
I= 100J ch?tdt = 50 f (ch 2t+1)dt = 25(sh 2¢t+2%).

- Finalement :

a\1/2
= 50[&12(1 + gx—“f-@-) + Arg sh x+12]
10 100 10

= -;— (x+12) (x® +24x+244)*/% 150 Arg sh x-;()lz'

3.6 Primitives de la forme | = fR(x, \/ ax+Z) dx, ot R est une fraction
cx+

rationnelle a4 deux indéterminées.

(Oﬁ remarquera que ce cas contient celui de j"R(x,  ax+b)dx.)
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On prend le radical pour nouvelle variable :

ax+b
u=_| .
cx+d
Cette méthode est justifiée car I’on peut calculer x en fonction de ... sans intro-

duire un nouveau radical!
D’ou

w— 2 —
bodit gy szt
cu’—a (cu”—a)

udu.

X ==
On se raméne ainsi 4 calculer une primitive d’une fonction rationnelle.

3.7 Exemples

2
1. Calculer I = —x—-(—if——;
@x+1)Y
Posons u = (2x-+1)/%; d’oit
x = W?-1)/2, dx = udu

et

2 2 2_1\2
I = J—————-—-————-Ku 1)/2] udu = J(u 1) du
u 2
’ 5
_1 f @*—2u*+1)du = 1l:-u———gu3+u:’;
4 415 3

il suffit de remplacer u par sa valeur (2x+1)'/2,

2. Calculer 1 =J /f—_—'—l—dx.
x+1

. / -1
Nous pouvons effectuer le changement de variable u = x_l; alors

X
2
X = 1+u y dx = —‘}L—du
1—u? 1 —u??
et
r 2
I = -———il—l——,_;du.
J (1—u?)

Une autre méthode consiste & poser x = ch u; alors :

I={thu/2shudu = 2fsh2u/2du = | (chu—1)du =shu—u.

(Y




42 Chapitre 3

J /E—_——-l-dx=w/x2— — Argch x.
x+1

3.8 Primitives de la forme I = J R(x, /ax*+bx+c)dx, ol R est une fraction

Donc

rationnelle a deux indéterminées.

Lorsque a =0, on retombe sur le cas précédent.
Lorsque a # 0, on met le trindme aX?+bX + ¢ sous la forme canonique :

2 g2
aX2+bX+c=a[<X+l)—> +4ac zb ]
2a 4a

Posons k = (b*—4ac)/4a® et t = x+b[2a; nous-nous ramenons au calcul d’une
primitive de la forme : :

J _-—.fs(t_,w/a(tz—k))dt.

Ecartons les cas triviaux olt k =0 et ot a<0, k<0; distinguons alors les trois cas
suivants :

1) a>0, k<0. On pose t = /—k shu.
2) @>0, k>0. On pose t = /k ch u.
3) a<0, k>0. On pose ¢ = /k sin u.

3.9 Exemples

dx
1—x*+2(1—xHY?’

1. Calculer I = J

Posons x = sin u, avec ue] —n/2, n/2[; alors :

cosu du
I - “"""2"—-“'"——(111 = .
cos“u-+2cosu 2+4cosu

Le changement de variable ¢ = tg x/2 nous a déja conduits 2 :

I = iArctg ——I-—tgzi>.
J3 3 2

2. Calculer

I J dx
) @ P
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Posons x = sh u; alors :

J‘ chu J du

5 du = 3 .
(sh*u+4)chu sh*u+4
Posons maintenant ¢ = th u; alors :
? dt

sh®u = th®u ch®u =
1—1¢2 1—1*

et

43

t+2/\/3

I__J dt _f dt __l_J a1
2 44(1—1%) 4-3¢2 3 ) 43¢ 4ﬁ

t~21\/31
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Calculer les primitives suivantes :

+

n

dx

J (x—11/2

,

dx

J G2+ 16x+36)1/2

m

Bx*+5)42 dx

»

dx

Jx+G-D?

»

x+1

J (x2 +2x)1ﬁ

dx

Ja=x) x1/2

dx

] (—x2—12x+8)1/2

n

dx

x+xi3
o/

[((x+3)dx

] (x2+6x)1/3

»

x(3x+5)12 dx

~

dx

J&—1) (2 +2x—3)1/2

[ dx

Jx—xHirz

"(xZ — 1)1/2

7 dx

pd
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3.10
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3.14

3.16

3.18

3.20

3.22

3.24

3.26

Chapitre 3

h

dx

Je+xna +x)1/2

P

dx

x12 (1+x)1/2

"(1—x) dx

(1—x2)12

n

x(@+x)HY2 dx

”

dx
Ja+x) @ +xnirz
[ dx

JA—x) 1 —xH)H?

[ dx

Jx2 (@2 +x2)112

© X% dx

Jes+yt

m

4x—5

dx

J (x% —18x+106)1/2

.
X QxP+9HY2 dx

m

dx

Jo2+ 4x)tiz

n
x% dx

(1 _x6)1/2

r* 2
2x*—Tx+10
(22— Tx+10_

J(x*—6x+6)112
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r
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[ dx
JxeE e

r

x°(1—~x3)12 dx
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xtQ ~-x2)1/2 dx
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CHAPITRE 4

DEVELOPPEMENTS LIMITES

L’étude des limites et des formes indéterminées conduit & comparer les fonctions
au voisinage d’un point. A cet effet, nous allons introduire quatre relations binaires
dans I’ensemble des fonctions.

4.1 Relation de domination. Cousidérons une partie non vide P de I’ensemble R
des nombres réels, et un nombre réel x, adhérent & P. Par exemple, P peut &tre
un intervalle d’origine ou d’extrémité x,, contenant ou non ce point. Soient fet g
des fonctions définies sur P. On dit que f est dominée par g (ou encore que g
domine /) au voisinage de x,, et on note

s’il existe des nombres réels strictement positifs § et # tels que, pour tout élément x
de Jxo—n, Xo+n[ N P,
Sl < Blg ).

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur P, nous pouvons définir le rapport f/g.
La relation f= O(g) signifie alors que la restriction de flg & ]1xq—n, xo+n[ N P
est bornée :

f()
g(x)
On dit encore que f/g est bornée au voisinage de x;.

Par exemple, la relation f= O(1) signifie qu’il existe un intervalle ]x,—#, xq+#{
tel que la restriction de f & Jxo—#, xo+#n{ n P soit bornée.

< B.

Dans I'ensemble des fonctions définies sur la partie P, la relation de domination
est réflexive et transitive.

En effet, pour montrer que f= O(f), il suffit de prendre § =# = 1. Montrons
maintenant la transitivité; autrement dit, si f= O(g) et si g = O (h), alors f= O (h).
Puisque /= O(g), il existe par définition des nombres réels strictement positifs
B et 5 tels que, pour tout point x de xo—#, Xo+n[ N P,

[ < Blg(N).
De méme, puisque g= O(h), il existe des nombres réels strictement positifs '
et n’ tels que, pour tout point x de |xq—7n', xo+71'[ N P,

gl < B'lA()].
Les nombres réels f” = BB’ et n” = inf (n, #’) sont strictement positifs et, pour tout
point x de 1xo—1", xo+#"[ N P,

/GOl < B[R ()],

ce qui montre que f est dominée par 4 au voisinage de x,.
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On démontre de méme que les fonctions dominées par une fonction donnée
constituent un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions définies sur la
partie P. En particulier, si f; = O(g)etsif, = O(g), alors, pour tout couple (4,, 4,)
de nombres réels,

Mfi+2af2=0(g).

Enfin, la relation de domination est compatible avec la multiplication. Autrement
dit, si f; = O(g,) et si f; = 0(gy), alors f1 /2 = 0(g192)-

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur P, telles que f soit dominée
par g au voisinage de x,. Si g(x) tend vers O lorsque x tend vers x,, il en est de
méme de f(x). Supposons de plus que f et g soient a valeurs positives; si f(x) tend
vers -+ oo lorsque x tend vers x, il en est de méme de g(x).

Une fonction ayant pour limite 0 est parfois appelée infiniment petit; de méme,
une fonction ayant pour limite +oco ou — oo est appelée infiniment grand. Avec
cette terminologie, une fonction dominée par un infiniment petit est un infiniment
petit; une fonction positive dominant un infiniment grand est encore un infiniment
grand.

4.2 Relation de similitude. Nous venons de voir que la relation de domination
est une relation binaire réflexive et transitive; mais ce n’est pas une relation
d’équivalence ... car elle n’est pas symétrique!

Soient toujours f et g des fonctions définies sur la partie P. On dit que fet g
sont semblables au voisinage de x,, et on note

=g,
si f= 0(g) et si g= O(f). Cela revient & dire qu’il existe trois nombres réels
strictement positifs f, y et # tels que, pour tout point x de ]xo—7, xo-+7[ N P,

BlgMI <If)l<7vlgX)l.

11 est immédiat que ’on a affaire cette fois & une relation d’équivalence; en
outre, cette relation d’équivalence est compatible avec la multiplication.

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur P, semblables au voisinage
de x,. Pour que f(x) tende vers 0 lorsque x tend vers x,, il faut et il suffit que g(x)
tende vers 0 lorsque x tend vers x,. Supposons de plus que f et g soient & valeurs
positives; pour que f(x) tende vers + oo lorsque x tend vers x,, il faut et il suffit
que g(x) tende vers + oo lorsque x tend vers x.

La relation de similitude au voisinage de x, n’est pas compatible avec I’addition,
comme le montre 'exemple ot P=R, x,=0, f;(x) =1, g,(x) =1+x, f,(x)=
= —1etg,(x) = —1. Les fonctions f; et g, sont semblables, ainsi que les fonctions

f5 et g,; il n’en est pas de méme de f; +/, et de g; +g,.

4.3 Relation de prépondérance. Les relations précédentes, dont nous verrons
apparaitre ’intérét surtout au moment des intégrales généralisées, ne sont pas
assez précises dans certaines questions. C’est pourquoi on introduit encore la
relation de prépondérance, impliquant la relation de domination, et la relation
d’équivalence entre fonctions, impliquant la relation de similitude (sans que les
implications réciproques soient vraies).
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Soient f et g des fonctions définies sur P. On dit que f est négligeable devant g
{ou encore que g est prépondérante sur f) au voisinage de xg, et on note

S=0(9),

si, pour tout nombre réel strictement positif ¢, il existe un nombre réel strictement
positif # tel que, pour tout point x de 1xq,—1#, xo+1[ N P,

()] <elg(x)l.

Les symboles O et o se lisent naturellement « grand o» et « petit o». Au lieu
de dire que g est prépondérante sur f, on dit parfois que g « ’emporte» sur f.

La relation f= o(g) implique la relation f= O(g), mais la réciproque n’est pas
vraie.

Lorsque g ne s’annule pas sur P, la relation f= o(g) signifie que f(x)/g(x) tend
vers O lorsque x tend vers x,. En particulier, la relation f= o(1) signifie que
f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers x,.

EXEMPLES.

1. Soient « et B deux nombres réels tels que < f§; alors x* = o(x) au voisinage
de 0. '
2. Pour tout nombre réel strictement négatif o, In x = 0(x*) au voisinage de 0.

Les propriétés de la relation de prépondérance, analogues a celles de la relation
de domination, s’établissent de la méme maniére.

Ainsi, dans Pensemble des fonctions définies sur la partie P, la relation de
prépondérance au voisinage de x, est transitive : la relation f=o0(g) et g=o0(h)
implique la relation f=o(h). Plus généralement, la relation f=o0(g) et g= O(h),
ou la relation f= O(g) et g = o(h), implique la relation f= o(h).

Les fonctions négligeables devant une fonction donnée constituent un sous-espace
vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions définies sur P. En particulier, sif, = 0(g)
et sif, = o0(g), alors, pour tout couple (4, , 4,) de nombres réels,

Aifitdafr=0(9).

Enfin, la relation de prépondérance est compatible avec la multiplication. Plus
généralement, la relation f, = o(g,) et f, = O(g,) implique la relation f, f, = 0(g, g2).

4.4 Relation d’équivalence. Soient f et g des fonctions définies sur P. On dit
que f est équivalente 3 g au voisinage de Xx,, et on note

f~g,
si
f—g=0(9).
Lorsque g ne s’annule pas sur P, la relation f~g signifie que f(x)/g(x) tend vers

1 lorsque x tend vers x,. En effet, la relation | f(x)—g(x)| < &lg(x)| équivaut a la
relation

ﬂz@_l|<.
g(x)
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La relation f~0 signifie qu’il existe un intervalle Jxo—7, xo+7[ tel que la
restriction de f & ]xo—n, xo+#[ » P soit nulle.

La relation d’équivalence au voisinage de x, implique la relation de similitude au
voisinage de ce point.

En effet, la relation f= g+ (f—g) montre aussitét que f est dominée par g;
il reste donc a montrer que g est dominée par f. Or, pour tout nombre réel stricte-
ment positif ¢, il existe un nombre réel strictement positif # tel que, pour tout
point x de ]xo—n, xo+n[ N P,

[fx)—g(x)| <elg(x)] .
‘D’aprés I’inégalité triangulaire,

lgl =lg—f+f1<lg—fI+Ifl;
donc

gl < elg )|+ ()] -

Sie<l,
9G) < —— [f,
1—¢

ce qui montre que g est dominée par f.

La relation d’équivalence au voisinage de x, est une relation d’équivalence, c’est-
a-dire une relation binairg réflexive, symétrique et tramsitive. La relation f~g
se lit « f et g sont équivalentes ».

La réflexivité est évidente.

Etablissons la symétrie. Si f—g = 0(g), nous savons que g = O(f). Il en découle
que f—g est négligeable devant f; ce qu’il fallait prouver.

Passons a la transitivité. Supposons que f—g =o0(g) et que g—h=o0(g) (en
tenant compte de la symétrie). Il vient aussitdt f—A=o0(g). Mais g = O(f), et
donc f—h = o(f), ce qui achéve la démonstration.

Enfin, la relation d’équivalence entre fonctions est compatible avec la multipli-
cation. Autrement dit, si f; ~g, et si f,~g,, alors f; f5~g,9,.

Pour établir ce résultat, écrivons la différence f] f, —g, g, sous la forme

J1f2=919:=f1(fa—g)+(f1—91)9: -

Or, f, est dominée par g, f;, —g, est négligeable devant g,, et f; —g, est négli-
geable devant g, ; il en découle que f, f,—g,g, est négligeable devant g,g,, ce
qu’il fallait prouver.

La relation d’équivalence au voisinage de x, n’est pas compatible avec ’addi-
tion; il suffit de reprendre le contre-exemple du n° 4.2, en remarquant que les
fonctions f; et g, d’une part, 1, et g, d’autre part sont non seulement semblables,
mais aussi équivalentes au voisinage de x,.

Soient [ et g deux fonctions numériques définies sur P, g étant positive (resp.
négative). Si f et g sont équivalentes au voisinage de x,, il existe un nombre réel
strictement positif n tel que la restriction de f a 1xo—n, xo+n[ N P soit positive
(resp. négative).
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Supposons par exemple que g soit positive, et considérons un élément ¢ de
10, 1[. Puisque f et g sont équivalentes au voisinage de x,, il existe un nombre réel
strictement positif # tel que, pour tout point x de ]xy—7, xo-+#[ N P,

() —g ()< eg(x);
d’on
Cfx)=(1—-eg(x)=0.

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur P, équivalentes au voisinage de
Xo. Si g(x) admet une limite 1, finie ou non, lorsque x tend vers xo, f(x) tend aussi
vers I.

En effet, dans le cas ol / est finie, il suffit d’appliquer I’inégalité
G =1l <lg(x)—Il+elg()] -

Dans le cas oli / = + oo (resp. — o0), il existe un nombre réel strictement positif 5
tel que la restriction de g & ]x,—#, xo-+#[ N P soit positive (resp. négative).
' La remarque précédente permet d’affirmer qu’il existe un nombre réel strictement
positif 1’ < 5 tel que la restriction de f & ]xo—7’, Xo+#'[ N P soit positive (resp.
négative.) Les restrictions de f et de g & cet ensemble étant de méme signe, la
similitude de f et g au voisinage de x, permet de conclure.

On remarquera que si f et g ont une méme limite finie non nulle au point x,,
la relation f~g n’implique pas la relation In f~In g. Prenons par exemple x, =0,
f(x)=1+x et g(x)=1+x* Nous verrons que Inf(x)~x et que In g(x)~x%;
les fonctions In f et In g ne sont donc pas équivalentes au voisinage de 0.

Examinons maintenant le cas des limites infinies.

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur P, admettant pour limite
+ oo au point x,. S’il existe un nombre réel strictement positif # tel que la restric-
tion de f—g & ]xo—#, Xo+n[ N P soit bornée (et en particulier si f(x)—g(x) tend
vers 0 lorsque x tend vers x,), il est immédiat que f et g sont équivalentes au
voisinage de x,. La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple ou
P=RY%, x,=0,

o) =t4lnx et  gl)=1.
X i X

Examinons maintenant comment se transforment les relations de comparaison
par passage au logarithme ou 4 I’exponentielle.

Soient f et g des fonctions définies sur P & valeurs réelles strictement positives,
admettant + oo pour limite au point xo. Si f est dominée par g, In f est dominé par
Ing. Sifet g sont semblables, In f et In g sont équivalents.

C’est une conséquence immédiate de la relation

lnI =Inf-Ing.
g
Cependant, la relation f~g n’implique pas la relation exp f~exp g. Par exemple,
les fonctions f:x > 1/x* et g:x > 1/x*+1/x sont équivalentes au voisinage de 0,
mais ce n’est pas le cas pour les fonctions exp f et exp g.
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Pour que exp f soit équivalente d exp g, il faut et il suffit que f(x)—g(x) tende
vers O lorsque x tend vers x,. Autrement dit, pour que f et g soient équivalentes, il
Sfaut et il suffit que In f(x)—1In g(x) tende vers O lorsque x tend vers x,.

11 s’agit cette fois d’une conséquence de la relation
exp flexp g =exp(f—g) .
Examinons pour terminer comment se transforment les relations de comparaison
par intégration.
Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle I et x, un point de I.

On suppose que g est de signe constant sur chacun des deux intervalles ] — oo,
xol n let]xy, +c0f N L

Si f est dominéde par g au voisinage de x,, alors

Jx f(t)dt=O<Jx g(t)dt).

En effet, il existe par définition deux nombres réels strictement positifs § et g
tels que, pour tout point x de Jxq—1#, Xo+#l 0 1,

Gl <Blg@)l .

11 s’ensuit que, pour tout point x de Jxo—#, Xo+#[ N 1,

j " fode

On démontre de méme que si f est négligeable devant g au voisinage de x,, alors

< <p

f o) dt{ -5 J g dt

X0

f T £l

X

r

" fdt = o (Jx g(t)dt).

Si f et g sont équivalentes au voisinage de x,, alors
el nx

T twdi~| glode

o X0

o/

En effet, par hypotheése, f—g = 0(g). Il en découle que

Trwar—| g@dr = f "L ()—g(h1dt = "U g(r)dt]

o Xi

Donc

r rx

" fwdi~ | g,

J X0

o/

(L’énoncé est analogue dans le cas ol f et g sont semblables, mais il faut alors

supposer que f est aussi de signe constant sur chacun des deux intervalles consi-
dérés.)

4.5 Comparaison des fonctions au voisinage de l'infini. Les quatre définitions
précédentes et les propriétés des relations de comparaison se transcrivent dans le
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cas des fonctions définies sur une partie P de R rencontrant tout intervalle de la
forme ]a, + oo (resp. ] — o0, af). 1l suffit de remplacer ’intervalle Jx,—1, x5 +7]
par un intervalle de la forme ]e, + oo (resp. ] — o0, ¢[). Ce point de vue nous sera
utile pour les intégrales généralisées.

En particulier, la présente étude s’applique 2 la comparaison des suites : c’est
Ie cas ot P = N et oll x, = + 0. Nous en verrons des applications au moment des
séries numériques.

ExempLE. Soit R une fonction rationnelle, écrite sous la forme

ol a, et B, sont des nombres réels non nuls. Alors R(x) est équivalent &

Uy p—g . .
-2 xP~% au voisinage de + o0, ou au voisinage de — co.
q

En effet, nous pouvons écrire R(x) sous la forme :
xP (o, o, /x4 - Fay/xP)
XU (BytBg—1/x+ -+ +Bo/x?)

R(x)

(0B x"%

— 00 ; nous obtenons donc la relation annoncée :

R&x) =

Nous voyons ainsi que tend vers 1 lorsque x tend vers -+ oo ou vers

R(x) ~ %p ypa,
a

Explicitons quelques exemples : au voisinage de +co ou de — oo,

x24+1 1 24+xr 1

~

X4+x> % 2x°+x 2

5
3x ;kx—!—l ~ 32,
x 42

En particulier, ces fonctions admettent respectivement pour limites + co, 0 et 1/2
lorsque x tend vers + co, ou vers — oo,

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Puisque cos x tend vers 1 lorsque x tend vers 0, nous pouvons écrire que
cosx~1—x2/2 et cosx~1+x?2
au voisinage de 0. Cependant, on démontre que la relation

cos x—(1—x2[2) = o(x*)
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est vraie, et que la relation
cos x—(1+x?/2) = o(x?)

ne I’est pas. Cette remarque conduit & la notion de développement limité.

4.6 Définition des développements limités. Soient I un intervalle de R, x; un
point de I et n un entier naturel. On dit qu’une fonction numérique f définie sur /
admet un développement limité & I’ordre » au voisinage de x,, s’il existe une fonction
polynomiale 4 de degré inférieur 2 n telle que f(x)— 4 (x) soit négligeable devant
(x—x,)" au voisinage de x,, ce qu’on note

Jx) = A@x) + o((x—x0)").

Une telle fonction 4 s’appelle développement limité de f a Pordre n au voisinage
de x,.
Une telle fonction A, si elle existe, est unique. Plus précisément :

L’ensemble 2, des fonctions polynomiales définies sur I de degré inférieur a n et
Pensemble N, des fonctions définies sur I négligeables devant x v (x—xo)" au
voisinage de x, sont deux sous-espaces vectoriels de [espace vectoriel & (I, R)
des fonctions numériques définies sur I.

Les fonctions x + (x—x,)?, oit p parcourt [0, nl, constituent une base de Iespace
vectoriel P,. Ainsi, tout élément A de P, s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la
forme

A(x) =g oty (x—2x0) + 0tz (x—x0)* + ... +0t, (x—x0)" )]

ol Oy, 0Ly, Oy, ..., O, SONL des nombres réels.
L’ensemble @, des fonctions numérigues définies sur I admettant un développement
limité a ’ordre n au voisinage de x, est la somme directe de P, et de N, :

D=2, @N,. @

Ainsi, D, est un sous-espace vectoriel de F (I, R), tout élément f de D, admet
un développement limité A et un seul, et Papplication P, : fr A n’est autre que
le projecteur sur P, parallélement a N ; en particulier, cette application est linéaire :

P,,(O(f+ﬁg)=OCP,,(ﬂ+ﬁP,,(g) ) (3)

En effet, ’ensemble E, des polyndmes de degré inférieur & » étant un sous-espace
vectoriel de I’espace vectoriel R[X], ’ensemble £, est un sous-espace vectoriel
de I’espace vectoriel # (I, R).

Les polynémes (X —x,)F, ol p parcourt [0, n], constituant une base de E,,
les fonctions polynomiales associées constituent une base de 2,,.

D’autre part, I’ensemble 4, des fonctions négligeables devant x + (x—x,)"
au voisinage de x, est un sous-espace vectoriel de & (I, R).

Soit enfin 4 un élément de 2, N A,. Ecrivons 4 sous la forme (1) et supposons
par ’absurde que I’ensemble des éléments p de [0, 1] tels que a, # 0 soit non vide.
Notons & son plus petit élément; alors 4 (x)~ oy (x—x)* et

a (x—x0) =0 ((x—x0)") »

ce qui contredit la relation «, % 0, puisque k < n.
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Pour tout entier naturel p strictement inférieur a n, 9, est un sous-espace vectoriel
de 9, et, pour tout élément f de 9,,,

P,(f) = P[P, ()] @
. 11 est immédiat que, pour tout entier p <n,
(x—3x0)" = o((x~x0)") ,

ce qui montre que A, = A .
Soient f un élément de 9, et

A, (%) = ot + 0y (x—x0) +0 (X—%0)* + ... +0t, (x~X0)"
son développement limité & I’ordre n. Ecrivons 4, (x) sous la forme
An (X) = Ap(x)+ (x"'xo)pH [Olp+ 1 +ap+2 (x“x()) + .. +0‘n (x__xo)n—p—l] .

Il est immédiat que 4,— A, appartient & ./, et donc que f— 4, appartient 3 A,.
Ainsi, 9, = D, et

Ap=Pp(f)=Pp(An)=Pp[an]-

Développement limité d’une fonction polynomiale. Soient f une fonction
polynomiale non nulle et » son degré. D’aprés ce qui précéde, f est son propre
développement limité 4 I’ordre » au voisinage de x,, ou  tout ordre supérieur & #;
il en découle que fadmet un développement limité a tout ordre strictement inférieur
an.

Ainsi, une fonction polynomiale admet un développement limité d tout ordre
au voisinage de x,.

L’ensemble 9, est un sous-anneau unitaire de I’anneau unitaire & (I, R). Pour
tout couple (f, g) d’éléments de 9,

P,(fg) =P,LP,(f)P,(9)] - ®)

Si g ne s’annule pas sur I, flg appartient encore a 9,, et le développement limité
de flg est le quotient de la division de P,(f) par P,(g) suivant les puissances crois-
santes de x—xq a Iordre n.

Ainsi, I’ensemble 9, est une sous-algébre unitaire de 1’algébre unitaire % (I, R).

Soient en effet f et g deux éléments de 9, 4 et B leurs développements limités
4 Pordre n au voisinage de x,. Alors

fg—AB=(f-A)g+A(g—B).

Comme f— A et g— B appartiennent & 4", et que g et 4 sont dominées par 1 au
voisinage de x,, fg—AB appartient 4 A4,. Par suite, fg— P,(4B) appartient 2
N, ce qui monire que fg admet un développement limité, et que celui-ci est
donné par la relation (5).

_ Supposons que g ne s’annule pas sur I. Alors B(xy) # 0. Soit Q un élément de
2, ; puisque g = O(1), la relation flg— Q € &, équivaut & f—gQ € 4",, ou encore
3 A—BQe ./ ,. En remplagant x par x,+y, nous nous ramenons au cas oll
xo =0. L’existence de Q est alors en évidence : il suffit de prendre pour Q le
quotient de la division de 4 par B suivant les puissances croissantes 4 1’ordre n.
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4.7 Exemples

1. La fonction numérique f définie sur D’intervalle 1—1, 1[ par la formule
Sf(x)=1/(1—-x) admet pour tout entier naturel n un développement limité 3
I’ordre n au voisinage de 0. Plus précisément,

1A—=x)=1+x+x*+ ... +x"+o0(x").

L’existence de ce développement limité découle du n° 4.6. Pour calculer celui-ci,
on peut effectuer la division de 1 par 1—X suivant les puissances croissantes a
P’ordre n, ou remarquer que

Hl=x)=1+x+x*++ ... +x"+x""1](1 - x).

On démontre de méme que
1/(1 +x2) == 1_x2+ +(__l)n—lx2u-2+o(x2n-l) )

2. Soit f'la fonction définie sur R par les formules
S = exp(—1/x?) si x#0
S(0)=0.

Pour tout entier naturel », fadmet un développement limité & I’ordre » au voisinage
de 0, & savoir la fonction nulle,
Posons ¢ = 1/x?; alors
lx~"lexp(—1/x%) = "2 exp(—1)
et
nf2

lim|x "exp(—=1/x*) = lim "*exp(—1) =0.

x=-0 t— + co

Ainsi f(x) = o(x"), ce qu’il fallait prouver.

4.8 Intégration des développements limités. Soient I un intervalle de R, x,
un point de I et n un entier naturel. Soit f une fonction continue sur I admettant un
développement limité a 'ordre n au voisinage de x,. Alors toute primitive g de f
admet un développement limité a 'ordre n-+1 au voisinage de x,. Plus précisémerit,
st

S = ap oy (x—x0) +oy (x = xo)2 + ... A, (x—x0)" + 0 ((x—x0)")

alors
o .
g(x) = g(xo)+0op(x —xo) + '51 (x—x0)” + ’32 (x—xo)>+ - +
+ = (x—xg) ™ 0 (x—x0)" ).
n+1
En effet,

J‘x [f(t) - i ocp(t——xo)”:l dt = o((x—xo)"*1).

xo p=0
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EXEMPLES
1. En intégrant les deux membres de la relation

___];__ — l_x_l_ . +(__1)n—1xn'—1+o(xn~'l),
14x
nous voyons que

x?.

In(l+x) =x ==+ (=1 I o).
{3

2. De méme, en intégrant les deux membres de la relation

1

— 1___x2+ +(_1)n—1x2n-2+0(x2n-1)’
1+x

2

nous voyons que

3 x2n—1

x
Arctgx = x — — 4 - + (=1 Z— + 0(x*").
g 3 (=1 P (x™

Soit f une fonction numérique continiiment dérivable sur I. L’existence d’unm
développement limité de f & Pordre n au voisinage de x, n’implique pas Iexistence
d’un développement limité de f' & Pordre n—1 au voisinage de x,.

Soit par exemple la fonction f définie par
fx)=x3sinl/x six#0,
f0)=0.

La fonction f admet un développement limité & 1’ordre 2 au voisinage de 0,
puisque f(x) = o(x?); mais nous avons vu que f n’est pas deux fois dérivable au
point 0. Donc f* n’admet pas de développement limité 4 I’ordre 1 au voisinage de 0.

On peut cependant obtenir un développement limité d’une dérivée f* par dériva-
tion du développement limité de f, dans la mesure out 1’on sait d’avance que f*
admet un développement limité. Plus précisément :

Soit f une fonction continiiment dérivable sur I et admettant un développement
limité 4 & Pordre n. Si f' admet un développement limité B a ordre n—1, alors

B=4".

4.9 Formule de Taylor-Young. Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Pour que f admette un développement limité & I’ordre O (resp. 1) au voisinage de
X,, il faut et il suffit que f soit continue (resp. différentiable) en ce point.

Cependant, I’exemple ci-dessus montre que l’existence d’un développement
limité de f & I’ordre 2 au voisinage de x, n’implique pas que f soit deux fois déri-
vable en ce point. L’existence de dérivées successives est seulement une condition
suffisante d’existence de développements limités :
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Soit n un entier naturel non nul. Pour qu’une fonction f définie sur I admette un
développement limité a Iordre n au voisinage de xy, il suffit que f soit n—1 fois
continiiment dérivable sur I et que f~ 1 soit dérivable en ce point. Dans ces condi-
tions,

(x— o)

£ = Fxo) + 2220 1 (x o>+(’° 50" fr(yy e+ EE pony

+o ((x —xo)")

(formule de T aﬂor— Young).
En particulier, si xo =0,

fx)=f(0) + %f’(o) + ;f”(()) ot j—?'f‘"’(O)Jro(x")

(formule de Maclaurin-Young).

Raisonnons par récurrence sur n. Le cas ot 7 = 1 provient de 1’équivalence de la
dérivabilité et de la différentiabilité de f au point x,. Soient # un entier supérieur
A 2 et g une fonction n—2 fois continiment dérivable sur I, telle que g~ ¥ soit
dérivable au point x4; ’hypothése de récurrence montre que

. n—1
+ (j(‘ffi)ﬁ“ gD o) +o((v— %0l 7).

gx) =
On en déduit par intégration

r g(®)dt = (x—xo) g(xo) + Q‘-;—ngg'(xo)Jr et

Xo

+ (_x:fgx 9" P (x0)+o((x—xo)").

11 suffit alors de prendre g égale a /7, auquel cas
J g dt =f(x)—f(x0)-
X0

La formule de Maclaurin-Young s’applique en particulier & toute fonction
indéfiniment dérivable.

4.10 Exemples. Calculons quelques développements limités au voisinage de 0,
grice a la formule de Maclaurin-Young.

1. Prenons f{x) =sin x et n= 8. Alors

f(x) =sinx J© =0
f'(x) =cos x=sin (x+7/2) S0 =1
f"(x) = —sin x = sin (x+x) f") =0

S (x)= —cos x =sin (x+37/2) F70) = —

£P (x) = sin (x+pn/2) £f®(0) = sin pn/2 .

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 3
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Donc .
JO) =f"0) =r®0)=r®0)=r®0)=0,
f10=20=1,
" =r"0)=-1.

On obtient le développement limité :

3 x5 x7 x3 x5 x!

X + .
3t 507! 6 120 5040

2. Cherchons de méme le développement limité de cos x & I’ordre 7 au voisinage
de 0:

Jf(x) =cosx J0) =1
S(x)= —sin x = cos (x+7/2) 70 =0
fOW—cosGraprd) FO0) = cos pr

Donc
fO) =f®0) =1,
F1O=1"0) =f*0)=,"(0)=0,
[ O =r0=-1.

En conclusion :

2 4 6
cosx =1—2 +E——§—+o(x7).
21 41 6!
3. Cherchons le développement limité de e* & ["ordre 4 au voisinage de 0 :
flx) =e* J0) =1
f'x) =¢e* 0 =1
fr(x) =¢€* S0 =1
flll (x) = ex flll (0) o 1
[BEx)=¢ Y0 =1.
Ainsi :
2 3 4
= ltx+ =+ +2 o(xY.
21 31 41
4. Déterminons le développement limité de f(x) =\/ 14+x al’ordre 3 :
1 - )
f'(X)=5(1+X) 12 f©)=1/2
" 1 had "
S'@= =LA+ 'O = ~1/4

(%) = g (14x)7%? 17(0) = 3/8.
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D’ou
L x 1x* 3x°
JTHx =142 =24 22 4o(x?),
2 42! 83!

soit encore :

L2 3
JTrr=1+2 -2 4% 4503,
27 8 16

4.11 Développements limités des fonctions usuelles. Plus généralement, on
obtient les résultats suivants :

2 n
=144 h Do),
n.

11 2!
2 2n
Cosx=1-—-.x—+...+(_.1)" x Fo(x¥tY,
2! @n)!
x3 Zn+1 .
SinX =x —— 4 oo (=1)" = Fo(x2t2),
31 @n+1)!
2 2n
Chx=1+£.+...+ X Fo(xtYy,
21 (2n)!
3 Zn+1
Shx = X b o povee 0(x2*2),
3! 2n+1)!
<1+x>"=1+.1°i'x+%(:'§i)xz+ _,_a<a—-1>---'<oc—n+1>x,,+o(x,,)_
a : nl

(Cette derniére formule se réduit bien entendu & la formule du bindme lorsque
o = n; elle redonne le développement limité de 1/(1 —x) lorsque o = —1.)

Il n’y a pas de formule simple pour tg x ou pour th x. Cependant, on peut calculer
le développement limité de.tgx & un ordre donné assez petit en effectuant la
division du développement limité de sin x par celui de cos x. On obtient ainsi le
développement limité de tg x 4 ’ordre 6 :

3 5
tgx =x +J—;- +gf— +0(x5).

15
De méme :
3 5
thx =x — 2 + 2 +0(x5).
3 15

4.12 Développement limité d’une fonction composée. Soient I un intervalle de
R, x, un point de I, n un entier naturel, f une fonction numérique définie sur I telle
que f(xo) =0 et g une fonction numérique définie sur un intervalle J contenant
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). Si f admet un développement limité A a ordre n au voisinage de x, et si g
admet un développement limité B a Pordre n au voisinage de 0, g of admet un
développement limité a I’ordre n au voisinage de x,, et

P (geof)=P,(B-4).
Ecrivons en effet 4 et B sous les formes suivantes :
A = oy (x—x0) + 0 (X —Xp)? + ... +a,(x—x,)"
B(y) =Po+B1y+By*+ ... +B,p".
Alors
(gof) x)=(Bof) () +o(f(x)).
Puisque f(x) est dominée par x—x, au voisinage de x,, f(x)" = O((x—x,)"); d’olt
(g of) )= (B of) (x) =0 ((x—x0)") -
D’autre part, les propriétés de la multiplication dans 2, montrent que, pour tout
élément p de [1, #],
S —A ) =o((x—x)") .
Il en découle par linéarité que
B of) (x)—(B o A) (x) =0((x—x)") -
Enfin, la fonction B o A4, étant polynomiale, admet un développement limité au
voisinage de x, & ’ordre n, et
gof—P,(Bod)eN,,

ce qui achéve la démonstration.

EXEMPLES

1. Soit g une fonction numérique définie sur un intervalle I symétrique par rapport
a0, admettant un développement limité A & I’ordre n au voisinage de 0. Si g est paire
(resp. impaire), la fonction polynomiale A est paire (resp. impaire).

Supposons par exemple que g soit paire. Nous pouvons considérer g comme la
composée de la fonction f: x — —x et de la fonction g. L’unicité de 4 montre
que, pour tout point x de I, A(—x) = A(x), ce qu’il fallait prouver.

2. Calculer le développement limité a Pordre 5 au voisinage de 0 de la fonction
x + exp (sin x).

Nous savons que
3 5
sinx = x — — + = +o(x?)
6 120

et que
2 3 4 5
J y y J 5
=1+y+—+=4+=—+-"=+40 .
Y 2 6 24 120 o)




Développements limités 61

Or,
3 5\2 2\2
(x—i—*-—i-) =x2<1-—)—c—~ +0(x”),
6 120 6
soit
3 5\2 2
<x——x———+i-> —~=x2(1—-——->+0(x5)
6 120 3
De méme,
3 5\3 2\3
(x——zc—%-—ic——) =x3(1——?f—> +o0(x%),
6 120 ' 6
soit
3 5\3 2
<x_x_+__3_c__> =x3(1—i€—->+0(x5)
6 120 2
Enfin,

3 5\4 3 5\5
<x__x__+_3_c_> =x*+o0(x%) et (x—f—+—x——> =x’+0(x").
6 120

Il vient en substituant sin x 4 y dans le développement limité de ¢” et en ne conser-
vant que les mondmes de degré inférieur & 5 :

eslnx= 1+x+352._%—~2€-+0(x5).

4.13 Parties principales. Soient f une fonction définie sur une partie P de R
et x, un point de P. On dit que f admet une partie principale au voisinage de x,
s’il existe un entier naturel # et un nombre réel non nul o tels que f(x) soit équi-
valent & a(x—x,)" au voisinage de x,. Dans ces conditions, f admet un dévelop-
pement limité & ordre n au voisinage de x,, & savoir x> a(x—X,)", ce qui
montre 1'unicité du couple (#, ). La fonction x — a(x—x,)" s’appelle partie
principale de f au voisinage de x;.

ExeMPLE. Si fest dérivable au point x; et si f”(xy) #0, f—f(x,) a une partie
principale au voisinage de x,, & savoir la fonction x — f” (xg) (x —xo).
"Ainsi, au voisinage de 0.

sin x~Xx tgx~x
Arcsinx~x Arctgx~x
In(1+x)~x e*—1~x.

Soient f et g deux fonctions admettant des parties principales x — a(x—x,)"
et x +— B(x—x,)? au voisinage de x;.

Si n< p, f+g admet pour partie principale x — o{x—x,)".

Sin=petsiatpf#0,+g admet pour partie principale x > (a-+f) (x—xg)".
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Sin=p et si a+f=0, il se peut que f+¢g admette une partie principale au
voisinage de x,. Pour savoir s’il en est ainsi, on examinera si f+g¢ a un développe-
ment limité 4 un ordre strictement supérieur & » au voisinage de x,.

4.14 Exemples de recherches de parties principales

1. Calculons la partie principale de la fonction

f(x)=1-cosx
au voisinage de x, = 0. Nous savons que
1—cos x =2 sin® x/2 .
D’autre part,
sin x/2~x[2
au voisinage de 0. Donc
SG)~2(x[2)* = x*[2 .
Ainsi, la partie principale de f(x) est x?/2.
2. Etudions maintenant
FG) =1 +x})?~1
au voisinage de 0. Pour cela, multiplions et divisons f(x) par la quantité conjugude,
c’est-a-dire (1+x3)"/2+ 1. L’égalité remarquable -
(a—b) (a+b) = a®—b?

nous montre que

1+x%—1 x3

- A +x3H1+1 - (1+x¥)72 41"

Puisque le dénominateur tend vers 2, f(x) a pour partie principale x*/2 au voisinage
de 0. . :

J(x)



EXERCICES

Développements limités

4.1
4.3
4.5

4.7

4.9
4.11

4.13
4,15

4.17
4.19
4.21
4.23

4.24

4.25

4.27

4.29

Calculer les développements limités au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

sin 3x 4 l’ordre 5 42 cos3x 4 ’ordre 6
e2* a I'ordre 8 44 (1+x)3 a I'ordre 4
gsin 3x A Pordre 3 4.6 Argsh2x a lordre 6
-1/2 371 a—x s 1
(A—-x)(1+x) al’ordre 3 48 Arctg pr 4 Pordre 6
In cos x alordre 5 410 1/cos x 4 Pordre 3
e*/(1—x) a Pordre 3 412 e*/cos x 4 I’ordre 3
1 +e5i? a Pordre 3 414 cos?x peN*  alordre3
In tg (x+7/4) a Pordre 3 4.16 e*sinx a lordre 7.

Calculer les développements limités & Pordre 3 des fonctions suivantes :

tg x au voisinage de 2 418 In(1+x) au voisinage de 1
x5—92x®+4x auvoisinagede —1 420 Arctgx au voisinage de 3
1/(1—x) au voisinage de —1 4.22 (x+1)/(x—2) au voisinage de 3.

Retrouver le développement limité & I'ordre 8 au voisinage de 0 de la fonction
f: x> tg x, en remarquant que f' = 1+f2,

Calculer le développement limité & 1’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction f
définie par la formule suivante :
fG) = [tg /P>  si x#0

et prolongée par continuité & I'origine.

Calculer les développements limités au voisinage de 0 & 'ordre » des fonctions
suivantes :

+
cos® x 426 In 1tx
1—x

( __x)1/3 428 xe™*

1+43x%

ms‘- 4.30 sin x cos 2x.
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Parties principales
Calculer la partie principale au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

431 tgx—sinx 4.32 2 sin x— sin 2x — x°

1
433 1+In(l1+x)—cosx+x—2sinx 434 1-cosx — Esin2 x

2x —
. +x) — —— . -
435 In(1+x) - — 4.36 xcos./x—In(1+x)
1+5x/12 .
4.37 ch\/}'—~——i—- 4.38 x—isinx+—1—tgx—§tgf.

1—x/12 15 15 572



CHAPITRE 5

ETUDE DES FORMES INDETERMINEES

Nous allons appliquer la théorie des parties principales et des développements
limités a la recherche de limites.

5.1 Généralités. Nous avons déja rencontré des cas ol les théoremes géné-
raux sur les limites ne s’appliquent pas, et ol I’on peut cependant conclure
grice & une étude directe. Les notions de partie principale et de développement
limité se montrent alors d’une grande utilité, comme nous allons le voir.

Soient f et g deux fonctions ayant pour limite 0, ou + 0, au point xg.

Lorsqu’on remplace f et ¢ par des équivalents f; et g, flg et fi/g, ont simul-
tanément des limites, et ces limites sont égales. On prendra par exemple pour
fi et g, les parties principales de f et de g au voisinage de x,.

Dans certains cas, ’emploi d’équivalents ou de parties principales ne permet
pas de conclure, puisque la partie principale d’une somme n’est pas toujours la
somme des parties principales. Il convient alors de faire appel aux développements
limités.

Pour étudier des fonctions de la forme

fG) = u(x)*™,
on revient & la définition, en écrivant f{(x) sous la forme
f(x) o eu(:c) infu(x)] .

On peut donc déterminer la limite de f(x) en passant par ’intermédiaire de son
logarithme :

In f(x) = v(x) In [u(x)].

Il y a indétermination lorsque 1’un des facteurs tend vers O et I’autre vers + oo,
ou vers — 00, ce qui correspond aux cas suivants :

u(x) — 1 v(x) - + o0
u(x) -1 v(x) = —
u(x) - 0 v(x) -0
u(x) —» +o0 v(x) — 0.

On représente traditionnellement des formes indéterminées par 1%°, 0° et oo®.
Ces symboles n’ont aucun sens mathématique; ils servent simplement & rappeler
Porigine d’une indétermination, par exemple lorsque u(x) tend vers 1 et que
Pexposant v(x) tend vers + co.
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5.2 Exemples d’utilisation des parties principales
1. Déterminer la limite de

sin 3x

fx) =

tg 5x
quand x tend vers 0. ,
Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0. Cependant,
sin3x~3x, tg3x~Sx.
Donc
Fo)~3x(5%=3/5,

et . . .
| lim f(x) =3/5.

x-+0

2. Déterminer la limite de

. l—cosax
X)) =

76 sin? bx

quand x tend vers 0.

Nous savons que

1—cos ax~a*x*[2, sin bx~bx .
Donc
sin® bx~b%x? .
Ai‘nsi; '
a2x2 aZ
I~ s =
2b°x 2b
Finalement :
2
a
lim f(x) = —
x_’of (69 E)

3. Calculer la limite de  f(x) = x* tg? n/x quand x tend vers + c0.
Puisque tg n/x tend vers 0,
tgn/x~nlx.
Donc , L
tg? m/x ~7n?|x? S
et .
@) ~x*(m*x?) =n?.
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Finalement :
lim f(x) = n*.

X+ oo
4. Limite de
F) = In (1+x)
in x
quand x tend vers 0.
Puisque In (1+x)~x et quesin x~Xx,
Fx)~x2x=1/2.

Donc
Lim f(x) = 1/2.

x~+0

5. Limite de

2 sin x—./3

S =23
2cosx—1

quand x tend vers w/3.
Mettons 2 en facteur au numérateur comme au dénominateur, pour faire

apparaitre cos n/3 = 1/2 et sin 7/3 = \/5/2 :
sin x—+/3/2  sin x—sin /3
O EEEER B
cos x—+/3/2  cos x—cos 7/3

Or,
i inZ x—mf3  x+7/3
sin x —sin ~ == 2 sin cos
3 2 )
COs X —COS = = —2 si x=7/3 sinx+“/3_
3 ) 9

N . x—xf3 N L
En simplifiant par 2 sin / , nous levons I’indétermination :

fo) = — 22HETID) C2476) _ oo [—’f +f].

sin (x/2+7/6) 2 6

La limite cherchée est donc —cot /3 = — I/ﬁ.
6. Déterminer la limite, lorsque x tend vers 0, de

1 —cos 2x
&) =
—x342x*
Le numérateur est equlvalent 4 2x?, et le dénominateur & 3x?. 1l s’ensuit que

f(x) a une limite, & savoir 2/3.
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7. Déterminer la limite, lorsque x tend vers + oo, de la fonction f définie sur R®
par la formule

S +x = fxP+1

fG) = .
V3% +2x — (/3% +x—1

Multiplions et divisons le numérateur par /x?+x+./x2+ 1, le dénominateur
par \/3x*+2x+./3x%+x—1; il vient

FP+0)—G2+1)  Bx%+2x + 3xP4x—1

X) =
7 Bx*+2x)—(3x*+x—1) Vx4 X1

_x=1 /3% +2x + /3x*+x—1
x+1  /xPex+ JxP+1

En mettant en facteur x au numérateur et dénominateur, nous pouvons écrire
S(x) sous la forme

_x=1 /342/x + \/3+1/x—1/x*
x+1 o [141)x + J1+1/x?

f(x)

(car x>0).

La continuité de la fonction racine carrée montre que f(x) admet pour limite \/5

8. Etudions la limite, lorsque x tend vers + oo, de
Jx)=(1+alx)*,
o1 a est un nombre réel non nul.

Remarquons que f(x) se présente sous la forme indéterminée 1%°. Introduisons
donc le logarithme de f(x) :
Inf(x) =xIn (1 +a/x).
Or, '
In(1+a/x)~alx .

Donc
Inf(x)~x(a/x)=a.

Nous en déduisons

lim Inf(x)=a
x—++w
et ,
lim f(x)=¢"
x4+ o0

En particulier,
lim (1+a/n) = ¢

n-+ -+
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9. Limite de
f(x) = (sin x)**
quand x tend vers 0.
L’expression se présente sous la forme indéterminée 0°. Mais
Inf(x)=tgxInsinx.

Comme sin x~x, nous voyons que In sin x~In x; d’autre part, tg x~x; enfin,
x In x tend vers 0. Ainsi,

lim (sin x)'®* = 1.

x-+0
10. Limite de
) = (1 +2x)Y*
quand x tend vers + 0.

11 s’agit d’une forme indéterminée oo®. Or,
In f(x) = L In(1+42x).
x

Comme 142x~2x,
mn(+2x)~In2x=hx+n2

et
lim Infe)= lim =4 m 22—,
X~ 4 0 x=++0 X x4+ X
Finalement :
lim f(x)=1.
x~+ -+ 0

11. Limite de
f(x) = (tg x)**”
quand x tend vers [2.
Il s’agit encore d’une forme indéterminée 0. Passons aux logarithmes :
Inf(x)=cosxIn (tgx) .
Posons & = n/2—x, et faisons tendre /4 vers 0 :
In f(x) = cos (n/2—h) In tg (n/2—h) = sin A In (cot A) .
Mais sin i~ 5 et
Incoth= —Intgh~~—Ink;

donc
Inf(x)~—hlnh,

expression dont la limite est nulle.
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Finalement :

lim f(x) = 1.

x-rnf2

12. Limite de
£(x) = (cos x)/*%*=
quand x tend vers 0.
Nous reconnaissons une forme indéterminée 1. Prenons le logarithme de f(x) :

1
——Incosx.
sin” x

In f(x) =

Or,
cos x—1~—x2%2 ;

donc
In cos x =In [1+(cos x—1)]~ —x2/2 .
Comme sin? x~ x2, nous voyons que In f(x) tend vers —1/2.
Finalement :

lim f(x) = ™' = 1/,/e.

x—=+0

5.3 Utilisation des dérivées. Les dérivées apparaissent comme un cas parti-
culier de formes indéterminées : on cherche la limite de

FX)—f(x0)
X—Xg ’

le numérateur et le dénominateur tendant vers 0. De nombreux problémes se
raménent 3 la définition méme des dérivées.

EXEMPLES

1. Déterminer la limite de

xs—-as
xz-—az

f(x) =

quand x tend vers a, ot a est un nombre réel non nul.

Ecrivons f(x) sous la forme

xs—as

X—a

f(x) =

xz—az

X—a
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Nous savons que (x° —a”)/(x—a) tend vers la dérivée de x° au point g, c’est-a-dire
vers 5a%; de méme, (x?—a?)/(x—a) tend vers la dérivée de x* au point a, & savoir
2a. Donc '

. 5a* 5 4
X)=—==qa".
x-*a.f( 2a 2
2. Limite de
sin x—sin a

J&®)=—5—7
13 _ i3

quand x tend vers a, oiL a est un nombre réel non nul.

Divisons encore le numérateur et le dénominateur par x—a. Alors

. sinx—sina
lim ————— =cos a,
x~+a X—a

1/3 1/3

. x'"—a 1
hm————-—~—-=—a 2/3.
x—+a X—a 3

Donc

im f(x) = 3a*® cos a.

B d

3. Limite de

£(x) = sin x/a —sin afx

x—a
quand x tend vers a, ot a est un nombre réel non nul.

Ecrivons le numérateur sous la forme

X . a . X .. a .. a .. a
sm - — §m — = §in — ~— sin — — | sy — ~ SN - |{.
a X a a X a

Nous sommes ramenés 2 calculer les dérivées au point a des fonctions

g:xrsinxla e  h:x>sinalx.

! 1 ’
g(x)=—-cos5 et h(x)=-———fl—icosg.
a a x x
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Donc

limf(x)=~1—cosl+—a;cosl=g—cos 1.

x-+q a a a
4. Limite de

fo)=—

ch xfa—ch a/x

_ax

quand x tend vers a.
Combinons les méthodes des deux exemples précédents :

f(x)=x“—a"—(a’°-—a“) X—a
X—a " ch x/a—ch aja—(ch a/x—ch aja)

Les dérivées de x%, o, ch (x/a) et ch (a/x) sont respectivement

- 1 x : a . a
ax*"t,  a*lma, =sh= et ——sh-.
a a x> x

On en déduit que

a1 .
lim f(x) = 5’-—2%}1—11-9—“—).

5.4 Exemples d’utilisation des développements limités

1. Limite de

£ =2 [+ — (1 — )]
X

quand x tend vers Q.
Le développement limité de (1+x)* & I’ordre 1, appliqué aux cas oll o= 1/2 et
ol o = 1/3, montre que
A+x)12 =14+ x2+0(x)
1=-x)"3=1+x/3+0(x).
Donc
A+x)2—(1—x)' =5x/6+0(x)
et
Jx)=5/6+0(x).

Autrement dit :

lim f(x) = 5/6.

x—+0
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2. Limite de
e —1

X

S =21
X

quand x tend vers 0.
Rappelons que
e” =1 +x+x*/2+0(x%).

D’ou
e —1=x+x*2+0(x%
et
it = 14x/240(x).
Donc
-1 x
In ~—,
x 2
Finalement :
lim f(x) = 1/2.
x—+0

3. Limite de
f(x) = (cos x-+sin x)*/*

quand x tend vers 0.

73

Cette expression se présente sous la forme indéterminée 1®°. Introduisons donc

le logarithme de f(x), qui se présente sous la forme indéterminée
1 L
In f(x) == In(cos x +sin x).
x

Formons le développement limité du numérateur & PPordre 1 :

cosx+sinx=14+x+o0(x).

Donc

In (cos x-+sin x) = x+o0(x)
et

lim In f(x) = 1.

x—+0
Finalement :

lim f(x)=e.

x40
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4. Calculer. la limite, lorsque x tend vers 0, de

esin x__ (1 + x)(sin x)/x

ig x
X _ cosx
X

f(x)=

Le numérateur et le dénominateur tendent simultanément vers 0. Nous savons
que
tgx=x+x*[3+0(x*),

cos x=1—x2[24+0(x%).
Donc

Bx cos x = x*[3+x%24+0(x®) = 5x%/6+0(x*).
x

In(1 + x)
x

Or, (1 + x)&" 9> = exp |sin x ] Mettons en facteur €%** au numé-

rateur ; celui-ci s’écrit — €5 *(e* — 1), ou

U= sinx[w—- 1} .
x

Lorsque x tend vers 0, il en est de méme de sin x et aussi de u. Comme e* — 1 ~ u
au voisinage de 0, le numérateur est équivalent & — u. La relation

x2

In(d+ x)=x— 3 + o(x?)
montre que
In(1 + x) X
— e~ -
X 2

Comme sin x ~ x, le numérateur est équivalent & x?/2, et 'expression considérée
a une limite, & savoir 3/5. '




EXERCICES

Calculer la limite des expressions suivantes quand x tend vers 0:

51 T 52 (cos )
53 (x+27)3 -3 54 2(1+x)'3 — (4+x)'?
T (xt+16)t4 -2 ’ J9Fx=3
55 In (1 — cos x) 56 2tgx—tg2x
i Inx 7 x(1 —cos 3x)
gx — gtin¥ In cos ax
57 -— 58 —m—
x—sin x In cos bx
59 COSX (cos 2x)1/? 510 Box—ax
' sin? x ) x2tgax
sy SnOxtEdx 512 xVin3x
sin 3x —tg 2x
513 tgx —sinx 5.14 x—Arctgx
' sin3 x ) x Arctg x
515 1+ sin x—cos x 516 a*+ BR\U*
7 1+ sinpx — cos px ) 2
X ¥
517 (1+atgx)l~ 5.18 ‘c’x_ =
JE
519 (sin x)'€** 520 =

N

Calculer la limite des expressions suivantes quand x tend vers +o0 :

+ +
521 xIntX 57 mU+E)
X X
+ 3
523 In Cet 1)7 524 (Inx)Y*

6x
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2
525 (F+x)i* 526 x°Incos Lyx sin—l-
x 2 X
5.27 ()’—E—}) 528 x— (x2—1)l/2
529 (cos 2/x)* 530 x*(1+1/x)* — ex® In(1+1/x).

Calculer la limite des expressions suivantes quand x tend vers 1:

2 3
1—x s e mstmereee
531 (Argthx 52 5o
1/i—x x 1
533 x 534 — — —
x=1 Inx
i 2
535 SnmY2 536 (x—1)tgmx/2
x—1)
Inx . —
537 L2 538 12X 4er
Inx Inx
Calculer la limite des expressions suivantes quand x tend vers 7/2:
1+2 121
539 (cos x)° sq0 dt2cosn) 7ol
x -T2
tgx
541 4xtg2x — — 5.42 (35 - 1) .
cos 2x x
Calculer les limites suivantes :
_ 2 s N2 2
543 lim SO 544 fim ATCSmX” - w16
x=x/6 28in x—1 1T 2x%2-1
s 2 — . 2 . -
545 lim sin“ x — sin“ a 546 lim a—x—alna+alnx

x2—qg? x—+a a— (Qax—x%)1/2

x~-ra




CHAPITRE 6
INTEGRALES IMPROPRES

Nous avons calculé jusqu’a présent des intégrales de la forme

be (0 de,

ol f est une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] de R, 2 valeurs
réelles ou complexes. Nous allons étendre la notion d’intégrale au cas de fonctions
définies sur un intervalle non fermé borné.

6.1 Intégrales sur un intervalle de la forme [a, +co[. Soit @ un nombre réel.
Considérons une fonction continue f sur I’intervalle [a, + o], & valeurs réelles
ou complexes. Nous savons que, pour tout nombre réel x supérieur & a, la restric-
tion de la fonction f & D’intervalle [a, x] est intégrable sur cet intervalle.

Soit donc F la fonction définie sur [a, + o[ par la formule

F(x) .—_r fHdt.

Si F(x) tend vers une limite lorsque x tend vers + oo, on note cette limite

J+mf(t)dt.

On dit alors que P'intégrale de f sur Pintervalle [a, + co[ est convergente.

Dans le cas contraire, on dit bien entendu que ’intégrale de f sur ’intervalle
[a, + o] est divergente.

Lorsque la fonction f est positive, on dit que f est intégrable sur Iintervalle
[a, + oo] si son intégrale sur cet intervalle est convergente.

Il est immédiat que les fonctions dont Iintégrale sur [a, + co[ est convergente
constituent un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions définies
sur [a, +oo].

De plus, I'application qui & une fonction intégrable sur [a, + oo associe son
intégrale sur cet intervalle est une forme linéaire.

EXEMPLES

1. La fonction x — e~ est intégrable sur [0, + o], et

+ o0
J e fdt=1.
0

En effet, pour tout nombre réel x,

X
f e fdt=1—e"",
]

et e”* admet une limite lorsque x tend vers -+ oo, a savoir 0.
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2. La fonction x > 1/(1+x?) est intégrable sur [0, + o[, et

J’+oo dt __?E
o 1+£ 2

En effet, une primitive de x ~— 1/(1 +x?) est x > Arc tg x.

3. Soit « un nombre réel strictement positif. La fonction x v 1/x* est intégrable
sur Pintervalle [1, + o[ si et seulement si o est strictement supérieur & 1. Dans ce
cas,

Ji a—1"
En effet, si « = 1, pour tout nombre réel strictement positif x,
V‘x d

——:ln
1.1 . e R

par définition de la fonction logarithme.
Si « est différent de 1, pour tout nombre réel strictement positif x,

*dt 1 ( 1 )
_— 1).
12 1—o\x*!

4. Montrer que I’intégrale

J‘+oo dt
o i+l

est convergente, et calculer cette intégrale.

Nous pouvons écrire le trindme X2+ X+1 sous la forme canonique (X +1/2)?
+3/4. D’ou

J d __J di _ 2 prcrg2tl
e+l (t+1/2)*+3/4 \/5 \/3

f dt 2 arctg 2t+1]'
o Paiel 3 \/3 o

L’intégrale proposée est donc égale a

et

2x+1
lim Arctg - Arc t, _),
¢3<xfiio BT A TS

soit encore

_2_(E_§>.__2_’_‘_
J3\2 6/ 3./3
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5. Etudier de méme I'intégrale

J’+oo dt
1 P2(t+1)

Décomposons la fraction rationnelle 1/X?(X+1) en éléments simples :

1 A B C

v an Ty :
XX+ X X X+1
On obtient facilement A =1, B=—1et C=1. D’olt

dt dt dt dt 1 t+1
'—:'Z—“—— = _2 - - + — S + ]n —1.
tr@+1) t ¢ t+1 t t
1 x+1 N
Comme — - + In |——| tend vers O lorsque x tend vers +oco, l'intégrale
X x :

considérée est convergente, et vaut 1—In 2 = 0,31.

Dans tous les exemples précédents, nous avons pu trouver facilement une
primitive F de f. En général, il est intéressant de savoir d’avance si 'intégrale de
f est convergente, sans passer par l'intermédiaire d’une primitive F et la recherche
de la limite de F(x). (Si Vintégrale de fest divergente, le probléme ... est terminé.)
De plus, on arrive a calculer certaines intégrales convergentes sans passer par une
primitive. Enfin, il est parfois utile de savoir si une intégrale converge, méme si I’on
est incapable de calculer cette intégrale.

Nous allons donc chercher des régles assurant la convergence des intégrales.
Ces régles reposent essentiellement sur la comparaison des fonctions (voir chap. 4) :
on raméne la convergence des intégrales & celle d’intégrales de fonctions de
référence, étudiées une fois pour toutes:

6.2 Cas des fonctions & valeurs réelles positives. Dans le cas des fonctions a
valeurs réelles positives, on peut énoncer des résultats trés précis.

Soit en effet f une fonction continue sur [a, + oo 4 valeurs réelles positives.
Alors la fonction F définie par la formule

F(x) = J "

est croissante. Rappelons que F(x) admet une limite (finie) lorsque x tend vers
+ o si et seulement si elle est majorée; dans le cas contraire, F(x) tend vers -+ oo
avec x.

Considérons deux fonctions positives f et g continues sur [a, + oo telles que
f<g. Alors, si Uintégrale de g sur [a, + o[ est convergente, il en est de méme de
Pintégrale de f sur cet intervalle. Dans ces conditions,

+ + o

f(Hde SJ g(dz. ¢))

a a
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Soient en effet F et G les fonctions définies par les formules

F(x)=rf(z)dt et G(x) = rg(t)dt.

a
Nous savons que F< G. Si G(x) tend vers une limite / lorsque x tend vers + oo,
Fx)<Gx)<l,
et la fonction F est majorée. La relation (1) s’obtient alors par prolongement des
inégalités : il suffit de faire tendre x vers - co.
Le théoréme précédent s’énonce encore :

Si I’intégrale de fsur [a, + oo est divergente, il en est de méme de P’intégrale de
g sur cet intervalle.

EXEMPLES

1. Puisque, pour tout nombre réel x supérieur 2 1,
—_x2 —
e ge™™,

la fonction x > ¢ ™* est intégrable sur [0, + oo[.
Nous admettrons que

+ -
J e”‘zdx=\—/ﬁ.
2

0

Ce résultat est fondamental en calcul des probabilités.
2. L’intégrale -

F 00 (1.2
sm”t
f —dt
t

1

converge. En effet, pour tout nombre réel non nul ¢,

sin?t 1
2 s 2
t t

et nous venons de voir que I’intégrale

+ o0 dt
J‘l t?

est convergente.
Voici un corollaire trds important du théoréme précédent :

Si f est dominée par g au voisinage de + o, la convergence de I'intégrale de g
implique celle de I'intégrale de f. Autrement dit, si I'intégrale de f diverge, il en est
de méme de Pintégrale de g.

En effet, par définition méme, il existe un nombre réel ¢ supérieur 4 a et un
nombre réel strictement positif B tels que, pour tout nombre réel ¢ supérieur 2 c,

J@O<pBg(®) @
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D’aprés la relation de Chasles,

j “fydi= J “fydi+ rf(t) ar 3

x [+ x
f g(t)dt=f g(t)dt+f g(tde. @
a a [
Puisque I’intégrale de g sur [a, + oo] est convergente, il découle de la relation (4)
que ’intégrale de g sur [¢, + co[ est convergente. 1l en est évidemment de méme
de I’intégrale de Bg. La relation (2) montre alors que P’intégrale de f'sur [¢, +oo]
est convergente. Enfin, d’aprés la relation (3), Uintégrale de f sur [a, + o] est
convergente.

En particulier, si f et g sont semblables au voisinage de + oo, les intégrales de f
et de g sur [a, + co[ sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes.

En effet, rappelons que deux fonctions f et g sont dites semblables si chacune
d’elles est dominée par ’autre.

Plus particuliérement encore, si f et g sont équivalentes au voisinage de + oo, les
intégrales de f et de g sur [a, -+ o[ sont toutes deux convergentes ou toutes deux
divergentes.

Rappelons en effet que la relation d’équivalence entre fonctions implique la
relation de similitude.

ExempLE. La fonction f définie par la formule

X
&)=

est intégrable sur [0, + o[ si et seulement si o est strictement supérieur @ 2.

En effet, f(x) est équivalent & 1/x*~* au voisinage de + co.

D’une maniére générale, on utilise la régle de Riemann :

Soit f une fonction continue positive sur [a, + oo[. Supposons qu’il existe un
nombre réel o tel que £/ (¢) admette une limite /, finie ou infinie, lorsque ¢ tend vers

-+ 0.
+ 0

Sia>1 et sil est finie, alors P’intégrale f(®) dt converge.
+ oo

Si a < 1 et si ] est non nulle, alors 'intégrale f({®) dt diverge.
+

ExeMpLE. Soit 8 un nombre réel. Alors l‘intégralef e 't dt est conver-
1

gente. En effet, pour tout nombre réel o, e™*#**? tend vers O lorsque ¢ tend
vers + co. Choisissons « strictement supérieur & 1 (par exemple « = 2); la régle
de Riemann nous permet de conclure.
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6.3 Convergence absolue et semi-convergence. Revenons au cas général d’une
fonction f 4 valeurs complexes. On dit que I’intégrale de f sur Pintervalle [a, + oo
est absolument convergente si I’intégrale de la fonction | f] (c’est-a-dire de la fonction
qui 2 ¢ associe le module de f(¢)) est convergente.

L’intérét de cette notion provient du fait que si I'intégrale de f est absolument
convergente, I’intégrale de f est alors convergente. (Autrement dit, si I’on peut
intégrer le module de f, on peut aussi intégrer la fonction f elle-méme.) Nous
admettrons ce résultat, qui repose sur le critére de Cauchy d’existence des limites
(voir tome 1).

Le théoréme précédent n’a pas de réciproque : il peut arriver que I'intégrale de
f soit convergente sans qu’elle soit absolument convergente; on dit alors que
Pintégrale de f est semi-convergente.

Soit par exemple f la fonction définie par la formule

) =e|x.

Une intégration par parties montre que

x it it7]x x it
Car= [—ie—J —i| Zar. )

11 1 1t2

La quantité entre crochets a une limite lorsque x tend vers + co, puisque le numéra-
teur est borné et que le dénominateur tend vers + oo. L’intégrale au second mem-
bre est absolument convergente, puisque 1'intégrale de [e'/t?] = 1/t sur [1, + o[
est convergente. Ainsi, le second membre de la formule (1) a une limite, ce qui
montre que Dintégrale de f sur [1, -+ co[ est convergente.

Cependant, |e!f/t| = 1/¢, et la fonction ¢ + 1/¢ n’est pas intégrable sur [1, +oo[;
Pintégrale de f sur [1, -+ oo n’est donc pas absolument convergente. Nous pou-
vons affirmer qu’elle est semi-convergente.

Soient f et g deux fonctions continues 4 valeurs complexes. Si I'intégrale de g
sur [a, + oo est absolument convergente et si f est dominée par g au voisinage de
+ oo, alors I'intégrale de f est absolument convergente, et donc convergente. En
revanche, si I’on suppose seulement que ’intégrale de g est convergente, on ne
peut rien affirmer sur f sans une étude directe.

Nous voyons ainsi que la convergence absolue renseigne de maniére bien plus
précise que la convergence. Dans tous les problémes, on s’efforcera de déterminer
s’il y a convergence absolue ou seulement semi-convergence,

6.4 Procédés de calcul des intégrales impropres. Les procédés fondamentaux
de calcul des intégrales (changement de variable et intégration par parties) s’éten-
dent aisément au cas des intégrales impropres : il suffit de faire tendre la borne
supérieure des intégrales vers + 0.

Changement de variable. Soient ¢ une fonction & valeurs réelles continfiment
dérivable et strictement croissante sur [, + oo telle que

lim ()= +w

=+ o0
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et f une fonction continue sur ’intervalle [¢ (@), + o[ & valeurs réelles ou com-

plexes. Alors les intégrales

a o(a)

J “(ep0e®d et | f@)du

sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes. Dans le premier cas,
elles sont égales :

f " (o) (D dt =j

@(

+om

fu)du.
a)

EXEMPLES

1. Nous avons vu que

[*+ o0
e ¥ dx = /n/2.

11 s’ensuit que la fonction # +> exp (—1#%/2) est intégrable sur [0, + o[, et que

[*+ 0

exp(—£3/2)dt = /n]2.

o

2. L’intégrale

(*+ o

exp (—t*/2) tdt

o
est convergente, et égale a 1.

Posons en effet u = t2/2; il vient alors

+ o0 + o0
J exp(—t3/2)tdt = j e "du.
)]

0

3. Intégrale de Bertrand. Soient a un nombre réel strictement supérieur & 1 et o

soit intégrable sur [a, + o0 [,

un nombre réel. Pour que la fonction f: x > -

x(In x)
il faut et il suffit que o soit strictement supérieur a 1.

En effet, le changement de variable # = In ¢ montre que
j dt 1 ( 1_1_ 1-1> ot
a t(lng)* o—1\{na) (In x)*

ar = In(ln x)~In(ln a).
atint

et que
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Intégration par parties. Soient f et g deux fonctions continiment dérivables
sur [a, +oo[ & valeurs réelles ou complexes. Si le produit f(x)g(x) a une limite
lorsque x tend vers + oo, les intégrales de fg’ et de f'g sur [a, + oo sont toutes
deux convergentes ou toutes deux divergentes. Dans le premier cas,

f mf(t)g'(t)dt=[f(t)g(t)fl:m~f oof’(t)g(t)dt,

ol ’expression entre crochets désigne

lim f(x)g(x)—f(a)g(a).

x=++co

ExempPLE. L’intégrale
+ oo
f exp (—#2/2) t*dt
0

est convergente, et égale a \/ /2.
Nous pouvons en effet écrire

J‘m exp (—t3/2)*dt = J+m texp (—t*/2)tdt
0 0
= [—exp(—t}2)t]s® —l—fﬂo exp (—t*/2)dt
0
=J+mexp(—t2/2)dt = /72.
0

6.5 Intégrales sur un intervalle de la forme ] — o0, #]. Soient maintenant b
un nombre réel et £ une fonction continue sur } — oo, ] & valeurs réelles ou com-
plexes. Nous savons que la fonction f est intégrable sur tout intervalle [x, 5], ol
x est un nombre réel inférieur 2 5.

Soit donc G la fonction définie sur ]— 00, b] par la formule

b
G(x) = f f@de.
Si G(x) tend vers une limite lorsque x tend vers — oo, on note cette limite
y
f f@de.

On dit alors que I’intégrale de f sur ’intervalle ] — o0, b] est convergente.
Dans le cas COntraire? on dit que I'intégrale de f sur ] — co, b] est divergente.

6.6 Intégrales sur Pintervalle R tout entier. Considérons enfin une fonction f
a valeurs complexes continue sur R.
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Si, pour tout nombre réel c, les intégrales de la fonction f sur ]~ oo, c] et sur
[c, + oof sont convergentes, on dit que I'intégrale de f sur ]— oo, + oo[ est
convergente.

Une condition nécessaire et suffisante pour que I’intégrale de f sur ]— oo, + oof
soit convergente est qu'il existe un tel nombre c.

En effet, pour tout couple (¢, ¢’) de nombres réels,

Jx f(Hdt = J ) f(Hdt + J f(H)de

(relation de Chasles). Il s’ensuit que les intégrales de f'sur [¢, +co[ et sur [¢’, + o[
sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes. Il en est de méme des
intégrales de f sur ] — 00, ¢] et sur } — oo, ¢’].

Nous déduisons aussi de la relation de Chasles que si P'intégrale de f sur
]— oo, + oof est convergente, la somme

c +
f f(t)dt+j- f(®)de
ne dépend pas du nombre réel ¢ considéré; on la note
+ o0
J f@®adt,

et on ’appelle intégrale de f sur I’intervalle ] — oo, 4+ oo].
On remarquera que ’intégrale de f'sur ] — oo, + o[ est la limite de

J‘if(t)dt = Jc’f(t)dt +fxf(t)dt

lorsque x’ tend vers —co et que x tend vers + co.
Pour que I'intégrale de f sur ]— oo, + oo[ soit convergente, il ne suffit donc
pas que

f oL

ait une limite lorsque x tend vers + oo.
Ainsi, I’intégrale de la fonction f:x+> x sur ]—oo, +oo[ est divergente,
quoique, pour tout nombre réel positif x,

r f(fydt =0.

EXEMPLES

1. L’intégrale de la fonction x> 1/(1 + x?) sur J— oo, + oof est conver-
gente, et

J‘+oo dt —
co 1482
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2. La fonction x > exp (—x?/2) est intégrable sur ] — oo, + oo, et

f+wexp(-t2/z)dt=J§‘ﬁ.

3. Cualculer lintégrale

+ a0 t2
—w T4+ 1

Remarquons d’abord que le probléme a un sens, car la fonction & intégrer est
équivalente 4 1/¢% au voisinage de + oo et de —oo; l'intégrale est convergente,
d’apres la régle de Riemann.

Décomposons alors la fraction rationnelle R = X?/(X’ 44 1) en éléments simples :

XZ _ 3 Ak
X441 =0 X~z

2

ol z;, = e et o, = (2k + 1) =/4 (voir tome 1). Nous savons que
A, =22)4z3 = 1/4z, = —~2Z3/4.

(En effet, la fraction rationnelle R admet quatre pdles simples, & savoir les racines
quatriémes de —1.) D’autre part, le tableau des primitives nous apprend que
—COoS 0,

J""“‘“L = lln(tz—Ztcosock-i—1)-i—jArctgt
t—cosoy—jsina, 2

sin oy,

Alnsi,

2 3 -
J 4t dt = ), Ak[lln(12—2tcosak+1)+jArctgt—'c%‘].
41 k=0 2 sin oy,

Mais nous ne cherchons pas & expliciter une primitive; nous voulons seulement
calculer la limite du second membre lorsque ¢ tend vers + co et lorsque ¢ tend vers
- 0.
A cet effet, remarquons que
—COS 0

. t ..
lim Arctg———— = /2 sisin >0
t++w sin o

= 7rf2 8i sin o, <0.

Le premier cas se présente pour k=0 et k= 1; le second cas pour k=2 et k =3.
Les limites pour — co sont les opposées des précédentes.

D’autre part, les termes en logarithmes apportent une contribution nulle a
I'intégrale. En effet,

o —

2cos oy 1)
t )

3 3 3
L Y Aln(? -2tcosock+1)=—1-(lnt2) Y A,c~i—l > Ak1n<1—
2 k=0 2 k=0 2 k=0
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La somme des coefficients 4, est nulle, puisque le degré de X+ -+ 1 est strictement
supérieur 4 1; le premier terme du second membre disparait donc. En outre,

2 cos o, 1)
t

lorsque ¢ tend vers + oo ou vers —co, In (1 - + ~ | tend vers In 1 = 0.
t

En résumé,
I =j7C(A0+A1“‘.A2_A3) .

Or,

j(do—43) = — i (@t~ = % sin 3n/4 = \/2/4.
De méme,

j(4;—4;) = %sinnjd = /2/4.
Finalement,

I=m\/22.

. 4. Voici un exemple olt un changement de variable transforme une intégrale
en une intégrale impropre : calculons

2n dx

I= .
o 5+3cosx

La méthode générale consiste & poser ¢ = tg x/2; d’out dx =2d¢/(1+1?) et

[ dx ) f dt _ j dt
J54+3cosx 5+ +3(1-13) )4+
Or, d’aprés le tableau des primitives,

dt
J 4+t

1
= — Arctg /2.
5 gt

Les bornes O et 2x deviennent dans le changement de variable O et ... 0. La
variation de £ Arc tg #/2 entre 0 et 0 est nulle, alors que I est strictement positive.
En fait, lorsque x traverse la valeur 7, ¢ n’est pas défini. Découpons alors I’intégrale
I en deus, ¢ variant de 0 & + oo (ce qui correspond 3 P’intervalle [0, z[ pour x)
puis de — oo & 0 (ce qui correspond a I'intervalle ]x, 27] pour x). Alors :

I =4[Arctgt/2]g ®+4[Arctg 1/21°
=4[n/2—0] + 3[0—(—7/2)] = n/4+x/4 = n/2.
Cet exemple montre que, méme dans des cas élémentaires, on ne peut pas se

passer des intégrales impropres.

6.7 Intégrale d’une fonction mon bornée. Nous avons généralisé jusqu’ici la
notion d’intégrale au cas d’un intervalle non borné. Examinons aussi le cas d’une
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fonction continue f sur un intervalle borné mais non fermé, de la forme [g, 5[, ot
a et b sont deux nombres réels, a < b. Si la fonction F définie sur [a, b[ par la
formule

F(x) = J ) fHdt

a une limite lorsque x tend vers b, on note cette limite

b
J f(Odt.

On dit alors que P'intégrale de f sur I'intervalle [a, b[ est convergente.

Si f admet une limite finie au point b (et en particulier si f est définie et continue
sur 1’intervalle fermé [a, b)), les propriétés de I'intégrale fonction de la borne
supérieure montrent que la limite de F(x) n’est autre que I'intégrale de.f sur
Iintervalle [a, b]. La présente notion n’offre donc d’intérét que dans le seul cas
ou f(t) tend vers + oo ou vers — co lorsque ¢ tend vers b.

On peut alors recommencer tous les raisonnements exposés dans ce chapitre,
en remplagant chaque fois « x tend vers + oo » par « x tend vers b».

ExeMPLE. Soit « un nombre réel. L’intégrale
j boodt
a (b—1)"
est convergente si et seulement si o est strictement inférieur & 1. (On remarquera

que la régle n’est pas la méme que dans le cas de I'intervalle [a, +oo[.)
En effet,

* odt 1 1 1 .
= - siens# 1
L (b——t)“ oc—-l[(b—x o1 (b——a)“-l]

lnlb——a
b—x

]

sio=1.

La régle de Riemann pour les fonctions positives doit étre modifiée en consé-
quence :

Soit f une fonction continue positive sur [a, b[. Supposons qu’il existe un nombre
réel o tel que (b—1)*f(¢t) admette une limite /, finie ou infinie, lorsque ¢ tend
vers b.

b
Si a<1 et si [ est finie, alors l’intégraleJ. f(¥)dt converge.
a

b
Sio > 1 etsilest non nulle, alors l’intégralef S dt diverge.
a
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On peut encore étudier le cas des fonctions définies sur ]a, b], sur ]a, b[, sur
la, + oo et sur ] — o0, b[.

EXEMPLES

1. Soient a et b deux nombres réels tels que a<b. Calculons

=L [t—a)(b—D]"*

Il est clair que [(t—a) (b—1)]"*/? est semblable & (—a)” /2 au voisinage de a
et & (b—1)~ /% au voisinage de b. Dans les deux cas, ’exposant est 1/2 < 1, ce qui
montre que I'intégrale est convergente.

Pour obtenir une primitive de la fonction f: ¢+ [(t—a) (b—1)]
le trindme (X —a) (b— X) sous la forme canonique :

12 &crivons

(X—a)(b—X) = —~X*+(a+b) X—ab = ( _ﬁ-*z.:!’.) +(b;a>2,
D’ou
[(t—a)(b—D]/? [(u)z _ <t ~ a_—f-b)z:]l/z.
2 2

Le changement de variable # ==t~ (a-b)/2 conduit &

(b—a)/2 (b—a)/2
I= duz — = [Arc sin —-—2—}—‘-——] = 7.
[<b~—a> —-uz] ! b—a_Ja-b)y2

(a=b)/2 2

Chose étonnante, le résultat ne dépend ni de a ni de 5.

2. Voici un exemple célébre, dfi & L. Euler, ou ’on peut calculer une intégrale
impropre sans passer par les primitives :

/2

/2
A=J In cos x dx et B=J Insin x dx.

0 [}

En posant x = /2 —¢, la premiére intégrale devient

0 /{2
A= —-J‘ lnsintdt=f Insintdt =

/2 0

La convergence de 4 est ainsi ramenée 4 celle de B. Or, puisque sin ¢ est
équivalent & ¢ au voisinage de 0, nous voyons que In sin ¢ est équivalent & In 7.

QUINET — Mathématigues supéricures. Tome 3 4
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Comme

flntdt = t(ln t—1),

nous voyons que 1’intégrale de In ¢ sur ]O, n/2] est convergente. Il en est donc de
méme de ’intégrale B.
En faisant la somme A4+ B, on trouve

/2 /2 1
A+B=f 1n(sinxcosx)dx=f m(asin2x>dx.

0 0

/2 1 /2
A+B=J lnde-l-f In sin 2x dx. 1)

0 0

La premiére intégrale vaut —g In 2. Calculons la seconde :

/2
J=f Insin 2x dx
0

en posant 2x =u, d’olt 2dx=du :

T ¢ /2 T
J=-1—f lnsmuduzl[J lnsinudu+f lnsinudu:l.
2Jo 2LJo /2

T

Et commef In sin u du se transforme en posant u = r—v suivant
«/2

4] /2
J‘ In sin v(—dv) =I Insinvdy=B
0

/2
on obtient :
J=B=A4.

Donc la relation (1) devient
2A=-—§m2+A

soit

A=B=—-"In2.
2

6.8 Cas ol la fonction devient infinie entre les bornes. Il peut enfin arriver que
la fonction f devienne infinie & I’intérieur de l’intervalle d’intégration. Il est
donc indispensable, avant d’intégrer, d’étudier la continuité de la fonction f
$ans quoi I’on risque d’obtenir un résultat faux, ainsi qu’on va le voir.
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ExeMpPLE. Calculer

1
-]
-1

Sans prendre de précaution, on obtiendrait
I=[-1/x]t, = -2,

résultat complétement faux! En effet, la fonction ¢+ 1/¢* devient infinie dans
Pintervalle 1 —1, 1[ (Fig. 6.1).

x ¥

-1 0 1
Fic. 6.1

Il faut en réalité écrire deux intégrales : de —1 & 0, puis de 0 & 1. Mais nous
savons que I'intégrale de 0 & 1 de cette fonction est divergente. Le probléme posé
n’avait donc pas de sens.
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EXERCICES
Calculs d’intégrales impropres
Calculer les intégrales suivantes, aprés en avoir étudié la convergence :
3 22

™

6.1 _El_{._i 6.2 .Zi‘_%‘_
LY ) '\/g_x v o x
3 dx ato dx
6.3 m 6.4 poc
Yo v
At dx pl : dox
x
65 x(1+x) 6.6 (1—x2)172
Yo Yo
a4 dx a o dx
6.7 s 6.8 o
Jo (x—1)1/3 J, x(1+x2)
ato g : Ato &
X
9 —— 1 —
6 Jo (1+x)? 6.10 J, x2(1+x)
+ o +1 .
i dx [ 1-x\1/?
11 — 3 i
6 (1 +x2)2 612. <1+x> dx
Yo ' v -1
»t o doe oo dx )
: x
6.13 — . 6.14 e a,bER’.‘,‘.
u_wchx : Jy (x*+a%) (x*+b%) at b
. ato dx L10 dx
6.15 ) A+ GraD 6.16 ), (x=2)13
] e A2
6.17 m 6.18 tgx@
¢V e LY 0
a1 5 ’ . At
x> dx dx
6.19 A=)l 6.20 A+
Y0 Yo
Al d At d
x x
X .22 W R Y
621 Jy @4—-x?) Q1 —xHt2 6 Jo ch* x +sh* x
o a i dx
6. s 24 -
23 Jy (x—1)? 6 J_, @2+x) (1 —x¥)1/2
W1 1/2 L t® ]
x —x
6.25 . (1-—x>‘ dx 6.26 = dx
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. '.1
627 | Inxdx

6.29 - Arctg ;l-c dx

xInx

6.31 m

” dx

6.33 2(1—xH)Y2 + (1—-x2)

6.35 e *cos x dx

dx
. (x+10) (1 +x)1/2

6.37

+ w0 dx
6.39 —
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Convergence des intégrales

6.28

6.30

6.32
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6.36

6.38

6.40
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Arctg x

dx
X2

x¥Inx
(1+x%)?

e ¥ sin x dx

[ dx
x2+2x+5

x% e*sin x dx

LS

/2
j cos x In (tg x) dx .
0

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+ o0 1
6.41 J sin x sin o dx
0
+w
643 J —1 sin —1— dx
, X X

+ o 1
645 J In sin = dx
X

2/n

6.42

6.44

646

*® sin

x

f e A
x

0

dx a>0

+oo .,
sin? x
xa

0

+ o 1
j In cos ~ dx .
P
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CHAPITRE 7
SERIES NUMERIQUES

7.1 Définitions. Nous avons déjd introduit au tome 1 la notion de suite
d’éléments d’un ensemble F : c’est une application définie sur I’ensemble N des
entiers naturels & valeurs dans F. A D’entier 0 correspond 1’élément u, de F,
I'entier 1 correspond I’élément u, , ..., & I’entier n correspond 1’élément u,, ..

Dans ce chapitre, nous prendrons pour F I’ensemble R des nombres réels ou
I’ensemble C des nombres complexes. Les suites d’éléments de F sont des suites
de nombres; on les appelle suites numérigues.

Etant donnée une suite numérique (1), on construit une nouvelle suite (s, en
posant

n
Sp= Y U, =tgtuy+ - +u,.
p=0
Ainsi, 5o =1y, §; = g+ Uy, S = ty+u, +u,, etc.

Le couple constitué des deux suites (u,) et (s,) s’appelle série numérique. La
suite (u,) s’appelle zerme général de la série. Pour tout entier naturel , s, s’appelle
somme a ordre n.

Remarquons que la donnée de la suite (s,) permet de reconstituer la suite (u,).
En effet :

Uy =S5—Sp—1 sin#0
uo == 5 0 -
On dit que la série de terme général (u,) est convergente si la suite (s,) est

convergente, divergente dans le cas contraire. Lorsque la série est convergente, la
limite s de la suite (s,) s’appelle somme de la série, et se note

+ o0
s= 3 u,.
n=0

Dans ces conditions, la différence r, entre s et la somme 4 ’ordre n s’appelle
reste & Pordre n :

Fp=5—35,.

q
C’est la limite lorsque g tend vers +oo de s,—s, = Y u,; c’est pourquoi
p=nt1
on emploie la notation

+o
= ) U,
p=n+1
Comme nous le verrons tout le long de ce chapitre, 1’étude d’une série numérique
ressemble beaucoup a celle d’une intégrale généralisée. Ainsi, il est intéressant de
savoir d’avance si une série est convergente sans passer par I’intermédiaire du
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calcul de s, et de sa limite s. (Si la série est divergente, une fois encore Ie probléme
est terminé.) Il est d’ailleurs assez rare que I’on puisse calculer la valeur exacte de
la somme s d’une série convergente. A défaut, on se contente d’une valeur numéri-
que approchée de s. On remplace d’habitude s par s,, et I’on essaie de majorer
Perrevr commise, & savoir r, = s—35,.

7.2 Série géométrique. Illustrons ce qui précéde par un exemple ... que nous
connaissons déja pour I’avoir étudié au tome 1. On appelle suite géométrique une
suite de la forme (#"), ol r est un nombre complexe. La série de terme général
(™) s’appelle bien entendu série géométrique. Nous savons que

1 _ rn +1 .
5, = —— si r#1l
1—r
=n+1 si r=1.

De plus, s, a une limite, & savoir 1/(1 —r), si et seulement si |r| <1; autrement dit,
la série géométrique est convergente si et seulement si |r| < 1, et sa somme est alors

+ o0
s= 3 r"=—i—.
n=0 1—r

Le reste & ’ordre » est

T"+ 1

Ty = .
—r

[ouy

7.3 Séries définies & partir d’un certain rang. Dans certains cas, le terme
général (,) d’une série n’est pas défini & partir du rang 0, mais seulement 4 partir
d’un certain rang.

Ainsi, 1a série de Riemann a pour terme général (1/n%), ot o € R; ce terme général
est défini pour n> 1. Lorsque a =1, la série précédente prend le nom de série
harmonique. (Nous verrons au chapitre 9 que les fréquences multiples d’une fré-
quence fondamentale sont dites harmoniques. Les longueurs des tuyaux d’un
orgue donnant I’harmonique # et le son fondamental sont dans le rapport de 1 & n,
ce qui explique la terminologie employée.)

Nous recontrerons encore les séries de Bertrand, de terme général (1/n(ln n)®).
Ici, le logarithme népérien de n doit étre défini et non nul; le terme général est
donc défini seulement si n > 2.

7.4 Opérations linéaires sur les séries. Les opérations linéaires sur les séries
sont définies comme dans les suites.

Considérons deux séries A et B, de termes généraux (u,) et (v,). On appelle
somme de ces deux séries, et on note 4+ B, la série de terme général (u,+v,).
11 est immédiat que

n n . n
Z (up+v,) = Z Up + Z Up.
p=0 p=0 =0
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Ainsi, lorsqu’on fait la somme de deux séries, on obtient la somme 2 1’ordre »
de la série 4+ B en ajoutant les sommes 2 ’ordre n des séries 4 et B.

De méme, soit o« un nombre complexe, Le produit de la série 4 par o est la série,
notée ad, de terme général (qu,). Comme :

n n
Y U, =o Y up,,
p=0 p=0

nous-voyons que la somme 4 I’ordre n de la série a4 est le produit par a de la
somme & I’ordre n de la série 4.

Les opérations linéaires sur les séries sont donc aussi simples que dans le cas des
suites. Muni de I’addition et de la multiplication par un scalaire, I’ensemble des
séries de nombres complexes est un espace vectoriel sur C.

De plus, nous savons que les suites convergentes constituent un sous-espace

vectoriel de I’espace vectoriel des suites, et que I’application (u,) — lim u, est
n=++om
une forme linéaire. Nous pouvons traduire cet énoncé dans le langage des séries :

les séries convergentes constituent un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
des séries, et I'application qui & toute série convergente fait correspondre sa
somme est une forme linéaire.

Considérons maintenant deux séries, A et B, et supposons que A converge. Pour
que A+ B converge, il faut et il suffit que B converge. '

En effet, si B converge, nous savons que A-+B converge. Réciproquement,
si A+ B converge, il en est de méme de B, puisque B = (4 +B)—A.

En revanche, il peut arriver que la somme de deux séries divergentes soit con-
vergente. Par exemple, soit 4 une série divergente, de terme général (u,). Alors
la série B de terme général (—u,) est divergente. Cependant, la série 4+ B est la
série nulle, évidemment convergente.

Enfin, on ne modifie pas la nature d'une série en multipliant celle-ci par un
scalaire non nul,

7.5 Modification d’un ensemble fini de termes d’une série. Considérons une
série 4 dont le terme général (u,) est nul & partir d’un certain rang ng. Alors la
somme & ’ordre 7 est constante 2 partir du rang n, ; c’est ce qu’on appelle une suite
stationnaire (cf. tome 1). Une telle suite est évidemment convergente. Autrement dit,
la série 4 converge.

Soient maintenant B et C deux séries de termes généraux (v,) et (w0,). Si ’ensem-
ble des entiers # tels que v,  w, est fini, les séries B et C sont de méme nature
(c’est-a-dire toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes). _

En effet, la série 4 = C—B a tous ses termes nuls & partir d’un certain rang;
elle est donc convergente. La relation C = 4 + B montre que C s’obtient en ajoutant

B a la série convergente 4. Les séries B et C sont donc de méme nature.
~ En pratique, on utilise souvent ce résultat pour modifier les premiers termes
d’une série. Par exemple, on peut ramener le cas d’une série dont les termes sont
positifs & partir d’un certain rang n, au cas d’une série de nombres réels positifs
en modifiant les termes ug, 4, ..., 4,, . La nature de la série n’est pas changée
(mais la somme n’est plus Ja méme). \
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7.6 Condition nécessaire de convergence. Nous allons profiter de la forme
particuliére de la suite (s,) des sommes partielles d’une série pour énoncer des
régles de convergence propres aux séries. Voici d’abord une condition nécessaire :

Pour gu’une série numérique converge, il faut que son terme général tende vers 0.

En effet, si s, tend vers une limite s, alors s, ; tend aussi vers s, et u, =5,~8,-1
tend vers s—s=0.

Nous pouvons ainsi affirmer que la série de terme général (n/(3r-+ 1)) est diver-
gente. En effet,

m u,=1/3#0.
n—++w
De méme, la série de terme général (e~ /") est divergente, car son terme général
tend vers 1.
Cette condition nécessaire n’est pas suffisante. Considérons par exemple la série
harmonique, de terme général (1/n). Alors lim u, = 0. Cependant, cette série est

divergente. En effet, n+ oo
1 1 1 1 1
Sgn— Sy = ——— o e b — 2 = =,
n+1 n+2 2n 2n 2

Supposons par ’absurde que s, tende vers une limite /. Alors s,, tend vers la méme
limite 1, et s,,~—s, tend vers /—/=0. Le prolongement des inégalités montre que
0> 1/2, ce qui est contradictoire.

Ainsi, la série harmonique est divergente, quoique son terme général tende vers 0.

7.7 Critére de Cauchy. Nous avons déja rencontré au tome 1 une condition
nécessaire et suffisante de convergence des suites de nombres réels ou complexes :
c’est le critére de Cauchy, de grande importance théorique (mais ... inutilisable
sur un exemple numérique). Ce critére s’applique 2 la suite (s,) des sommes par-
tielles d’une série de la maniére suivante :

Pour qu’une série de terme général (u,) converge, il faut et il suffit que, pour tout
nombre réel strictement positif &, il existe un entier naturel », tel que, pour tout
couple (p, q) d’entiers naturels satisfaisant a la relation ny <p <gq,

Iué+1+up+2+ .ty <e.

7.8 Calcul de la somme d’une série. Nous avons vu qu’il est possible de
calculer la somme d’une série géométrique. Voici deux autres exemples ol ’on
‘peut calculer la somme d’une série (et en méme temps prouver la convergence) :

1 A
1. Série de terme général (m) , n=2. Décomposons la fraction ration~

nelle en éléments simples :

1
X(X~1)
1 1 1

YXx -1 X-1~ X’




98 ' Chapitre 7

et

U (U \ W U\ VA AL T \ WP
Sp=Uptuz =175 2 3 \n=1 n) " n’

On voit ainsi que la série est convergente, et que sa somme est

s = lim 1——1=1.
n

n-++o

1
2. Série de terme général (Arc tg m) . Rappelons la formule

Arctg a—Arctg b = Arc tg a-b si ab>-—1.
1+4a
Nous voyons ainsi que
U, =Arctg—————1~——2 = Arc tg—-—’ﬂ-—l—1 = Arctg(n+1)—Arctgn.
14+n+n 1+nm+1)

D’ol

Sy =ug+uy+ ... +u, - :
=Arctgl—ArctgO0+Arctg2—Arctgl+ ... +Arctg(n+1)~Arctgn
=Arctg (n+1).

On voit ainsi que la série est convergente et que sa somme est

s= lim Arctg(n+1)=17x/2.
n-++o
En résumé, pour simplifier une somme, on peut parfois remplacer chaque terme
par une différence de deux autres termes.
On verra d’autres procédés de calcul de la somme d’une série au chapitre suivant.
Nous allons maintenant étudier en détail les séries de nombres réels positifs,
pour revenir enfin au cas général.

SERIES DE NOMBRES REELS POSITIFS
Dans cette partie, on considére des séries dont tous les termes sont réels positifs.
D’aprés le n° 7.5, on peut ramener a ce cas I’étude des séries de termes positifs a

partir d’un certain rang.

7.9 Comparaison des séries de nombres réels positifs. Dans le cas des séries de
nombres réels positifs, on peut énoncer des résultats tres précis.
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Soit en effet 4 une série de nombres réels positifs. Alors la suite (s,) des sommes
partielles est croissante, puisque

Sy =Syt Uy 2 Spoq -
Rappelons que la suite (s,) est convergente si et seulement si elle est majorée (cf.
tome 1); dans le cas contraire, s, tend vers + co.

Considérons maintenant deux séries A et B de nombres réels positifs, de termes
généraux (u,) et (v,), telles que, pour tout entier naturel n, u, <v,. Alors, si la série
B est convergente, il en est de méme de la série A. Dans ces conditions,

+ o0

> ou, < +Z°° Uy 1
n=0

n=0

Soient en effet s, et #, les sommes partielles & ’ordre n des séries 4 et B. Il est
immédiat que, pour tout entier naturel n, s, <1, Si ¢, tend vers une limite ¢
lorsque 7 tend vers + oo, alors

<<,

et la suite (s,) est majorée. La relation (1) s’obtient alors par prolongement des
inégalités.
Le théoréme précédent s’énonce encore :

Si la série A est divergente, il en est de méme de la série B.

EXEMPLES

1. Considérons la série 4 de terme général (1/a"), oltn > 1. A partir du rang 2,

1_1
n 2
Comme la série géométrique de raison 1/2 est convergente, il en est de méme de la
série A.

2. Considérons la série B de terme général (1/,/n), ot #> 1. Comme

1
/n

Jn
et que la série harmonique, de terme général (1/n), est divergente, la série B est
divergente.

3. Nous avons vu que la série de terme général (1/n(n—1)) est convergente.
Puisque
1ot

n: n(n—l)’

nous en déduisons que la série de terme général (1/n?) est convergente.
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7.10 Comparaison directe des séries de nombres réels positifs. Le théoréme
précédent s’utilise surtout sous la forme que voici :

Si la suite (u,) est dominée par la suite (v,), la convergence de la série B implique
celle de la série A. (Autrement dit, si A diverge, il en est de méme de B.)

En effet, par définition méme (cf. chap. 4), il existe un entier naturel #, et un
nombre réel stricternent positif f tels que, pour tout entier naturel # supérieur & n,,
u, < fo, . s
Considérons la série C dont le terme général (w,) est défini par les formules
w, = P, sinzng |
=y, sin<ng.
Supposons que la série B converge. Il en est alors de méme de la série fB, et donc

de la série C, puisque le terme général de fB— C est nul A partir du rang #,. Il en
découle que A est convergente, puisque, pour tout entier naturel n, u, < w,.

En particulier, si u, et v, sont semblables, les séries A et B sont de méme nature.

En effet, rappelons que deux suites (,) et (v,) sont dites semblables si chacune
est dominée par I’autre.

Plus particuliérement encore, si (u,) et (v,) sont équivalentes, les séries A et B
sont de méme nature.

Rappelons en effet que la relation d’équivalence entre suites implique la relation
de similitude.

EXEMPLE. Soit r un nombre réel strictement positif. La série de terme général
((2+sin n)r™) est convergente si et seulement si r < 1.

En effet, (2+sin n)r" est semblable 2 r". Nous sommes donc ramenés au cas
d’une série géométrique.

1l nous reste & appliquer tous ces résultats en prenant pour 4 ou B une série de
référence, dont la nature a été étudiée une fois pour toutes; c’est le cas par exemple
de la série géométrique, ou de la série harmonique. Pour obtenir d’autres séries de
référence, on compare les séries de nombres réels positifs a des intégrales générali-
sées.

-7.11 Comparaison d’une série et d’une intégrale. Nous allons démontrer le
théoréme suivant :

Soit f une fonction continue sur [0, + o[ a valeurs réelles positives, décroissante
et telle que
lim f()=0.
t—+
Soit A la série dont le terme général (u,) est défini par la formule
u,=f(n).

Pour que la série A converge, il faut et il suffit que I'intégrale de f sur [0, +o0[
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soit convergente. Dans ces conditions, on obtient un encadrement du reste :

Jmf(t)dts Y <J+wf(t)dt- )
n+1 n

Puisque f est décroissante, pour tout entier naturel n et pour tout point ¢ de
[7, n+1],

Upry <f(t) gun .

nt 1
Intégrons les trois membres entre n et n+1. Comme f d¢=1, nous obtenons

n+1
Upt1 < j f(t) dt < Uy : (2)

~ Sur la figure 7.1, les termes u,.,, et #, sont représentés respectivement par les aires
des rectangles MNPQ et MNP'Q’. L’aire du trapéze curviligne MNPQ', égale a
I’intégrale de f entre #n et n-+1, est encadrée par les aires de ces deux rectangles.

xY

Io) n n+1

Fig. 7.1

Nous déduisons aussitdt de la relation (2) que
n+1 )
Sn+1~ o <J f@dt<s,. 3
]

Sila série 4 converge, s, est majorée, et ’intégrale de fsur [0, -+ co[ est convergente.
Si P’intégrale de f est convergente, s, est majorée, et la série est convergente.
Enfin, la relation (1) s’obtient par prolongement des inégalités.

Remarque. Le théoréme précédent s’étend aussitdt au cas ol la fonction f
est définie sur un intervalle de la forme [a, + o[, ol a = 0.
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EXEMPLES

1. Série de Riemann. Soit a un nombre réel. Pour que la série de terme général
(1/n*) converge, il faut et il suffit que « soit strictement supérieur @ 1.

Le cas ol & < 0 est évident, car le terme général ne converge pas vers 0. Lorsque
a > 0, il suffit d’appliquer le théoréme au cas ot la fonction fest définie sur I’inter-
valle [1, + oo[ par la formule f(¢) = 1/t On est alors ramené au cas de la conver-
gence d’une intégrale (cf. n° 6.1).

2. Série de Bertrand. Soit o un nombre réel. Pour que la série de terme général
[(1/n(In n)*) converge, il faut et il suffit que o soit strictement supérieur a 1.
Soit en effet £ la fonction définie sur [2, + oo[ par la formule

1
t(ln 1)

La fonction f est dérivable, et

il(_t)'= ...1(1 +_a._>
f® t Int

Par suite, il existe un nombre réel a > 2 tel que f soit décroissante sur [a, + co[.
(Mais f'n’est pas toujours décroissante sur [2, + co[.) On peut donc appliquer le
théoréme précédent, qui nous raméne 4 la convergence des intégrales de Bertrand
(ne 6.4).

Ces exemples fondamentaux nous permettent de retrouver la divergence de la
série harmonique (série de Riemann ot o= 1, ou encore série de Bertrand ol
«=0), de la série de terme général (1/,/n) (série de Riemann ol a=1/2<1)
et la convergence de la série de terme général (1/n*) (série de Riemann ol = 2 > 1).

f@=

7.12 Reégle de Canchy. En prenant pour série de référence la série gométrique,
nous pouvons déduire du ne 7.10 la régle suivante :

Soit (u,) une suite de nombres réels positifs telle que 2/u, admette une limite k.
Si k< 1, la série de terme général (u,) converge.
Si k> 1, la série de terme général (u,) diverge.

Supposons d’abord k < 1, et considérons un élément r de 1k, 1[. II existe un
entier naturel n, tel que, pour tout entier n > n,, {/ﬂ; <r. Par conséquent, (u,)
est dominé par (r"). Comme r <1, la série géométrique de terme général (")
est convergente. Il en est donc de méme de la série de terme général (u,). :

Supposons maintenant k > 1. A partir d’un certain rang #,, u, est supérieur 2 1,
ce qui montre que u, ne tend pas vers 0 et que la série de terme général (u,) est
divergente.

Remarque. Si k=1, on ne peut pas conclure 2 I’aide de la régle de Cauchy;
ce cas est dit douteux. Cependant, si {/u, tend vers 1 en restant supérieur 2 1,
le raisonnement précédent s’applique encore et montre que la série diverge, car
son terme général ne tend pas vers 0.
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EXEMPLES

1. Etudions la série dont le terme général est défini par
u, = (tg(a+b/n))",

ottael0, nf2[et ot beR.

Il est clair que /u, = tg(a+b/n) a pour limite tg a.

Sitga <1, c’est-a-dire sia €]0, 7/4[, la série est convergente.

Si tga> 1, c’est-a-dire si a € ]n/4, n/2[, la série est divergente.

Enfin, si tg a= 1, c¢’est-a-dire si a = /4, la régle de Cauchy ne s’applique pas.
On peut cependant faire une étude directe. En effet, '

oC e D)< Ll
4 n 1—tg b/n

Inu,,=nlntg<zt-+2> = n1n<1+tg2)‘""ln<1"tgk>-
4 n n n

Comme tg b/n~bjn, nous voyons que In u, tend vers 2b. Par suite, u, tend vers
e?? £ 0. La série est donc divergente.

Donc

2. Considérons la série dont le terme général est défini par
»={1=1/n)",

ot feR,. A
Pour chercher la limite de ('/z—z;, passons par ’intermédiaire des logarithmes :

Infu,=n"ln(l-1/n)~—n""2.

Ainsi, lorsque B > 2, la série converge; lorsque f§ <2, 2/u, tend vers 1 par valeurs
inférieures, et la régle de Cauchy ne permet pas de conclure. Cependant, si
Bel0, 1], u, tend vers 1; si f=1, u, tend vers 1/e. La série est donc divergente
si Bef0, 1]

7.13 Réglede Riemann. En prenant pour série de référence la série de Riemann,
nous pouvons déduire du n° 7.10 la régle suivante :

Soit (u,) une suite de nombres réels positifs. Supposons qu’il existe un nombre
réel o tel que n*u, admette une limite /, finie ou infinie.

Sio>1 et si/est finie, alors la série de terme général (»,) converge.

Si <1 et si ! est non nulle, alors la série de terme général (u,) diverge.

En effet, dans le premier cas, (#,) est dominé par le terme général d’une série de
Riemann convergente; dans le second cas, (4,) domine le terme général d’une
série de Riemann divergente.




104 . Chapitre 7

EXEMPLES

1. Soit la série de terme général <In ch1/ n>. Comme

un=lnéh£—1ncosl,
n n

nous voyons aisément que n?u, tend vers 1. Puisque 2 est strictement supérieur 2 1,
la série est convergente.

2. Repreﬁons Pexemple ol
u, = (1~ 1/n)".
Pour tout nombre réel o, étudions la limite de n* u, en passant par les logarithmes :
In (n*u,) =0 Ilnn+nfIn (1-1/n).

Supposons d’abord que > 1. Alors In (n*u,) ~ —nP 1. Par suite, n*u, tend vers 0.
Il suffit de choisir &> 1 (par exemple o =2) pour voir que la série converge.
Supposons maintenant que §< 1. Alors In (n*u,)~« In n. Par suite, n*u, tend
vers + co. Il suffit de choisir & < 1 (par exemple o = 1) pour voir que la série diverge.
(L’étude du n° 7.12 ne permettait pas de conclure lorsque f €11, 2[.)

7.14 Comparaison logarithmique des séries. Voici une variante de la com-
paraison des séries, souvent commode sur des exemples
Soient A et B deux séries de nomibres réels strictement positifs, de termes généraux

(u,) et (v,). On suppose qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n
supérieur d ny,

Alors, si la série B converge, il en est de méme de la série A.

En effet, nous pouvons éerire successivement :

Unot1 o Uno+1
tl g Mk
u".'o, Uno

o ae s aeare e

A
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En multipliant toutes ces inégalités membre & membre, nous obtenons

=
=

n

U, < Uy

<
o

n

La suite (u,) est dominée par la suite (v,), et la comparaison directe s’applique.

7.15 Régle de D’Alembert. Traditionnellement, on prend pour la suite (v,)
une suite géométrique. On obtient alors I’énoncé suivant :

Soit (u,) une suite de nombres réels strictement positifs telle que , .. , /u, admette
une limite k.

Si k < 1, la série de terme général (u,) converge.

Si k> 1, la série de terme général (,) diverge.

Supposons d’abord k < 1, et considérons un €lément r de ]k, 1[. 11 existe un
entier naturel n, tel que, pour tout entier n > ng, u,,/u, < r. Autrement dit :

nt1
Uyt ¥
<

u, r

P

La série géométrique de terme général (+") étant convergente, il en est de méme de
la série de terme général (u,).

Supposons maintenant k > 1. A partir d’un certain rang ngy,u, . /1, est supérieur
a 1, ce qui implique v, > u,,. Le terme général (1,) ne tend donc pas vers 0, et la
série est divergente.

Remarque. Si k= 1, on rencontre encore un cas douteux, & moins que u,,,/u,
ne tende vers 1 par valeurs supérieures, auquel cas (x,) ne tend pas vers 0. ‘

D’autre part, les régles de D’Alembert et de Cauchy se ressemblent énormé-
ment : il s’agit dans les deux cas de la comparaison d’une série & une série géomsé-
trique. (Mais on n’aura pas la naiveté d’appliquer I’une de ces régles ... & une
série géométrique, que I’on comparerait & elle-méme!) On peut démontrer que
si #,41/u, tend vers une limite k, alors {/u, tend vers la méme limite k. Ainsi,
lorsqu’on est dans le cas douteux pour la régle de D’Alembert, il est bien inutile
d’appliquer la régle de Cauchy : on se retrouverait encore dans le cas douteux!

En pratique, on emploie la régle de Cauchy s’il y a un exposant z dans ’expres-
sion de u, ; on emploie la régle de D’Alembert s’il y a des factorielles, qui se sim-
plifient dans le rapport u, . {/u,. ,

Si la régle de D’Alembert ou la régle de Cauchy ne permet pas d’aboutir, on
essaiera la régle de Riemann.

EXEMPLES

1. Etudions la série de terme genéral (n!/n™. Vu la présence d’une factonelle
essayons d’appliquer la régle de D’Alembert :

u, n+1! n” n' (1 Y\ 1 Y
- =( ) o+ 1 =(n+1) n 1 =< ) =< >
u, n! (n+1) {(n+1)" n+1 1+4+1/n/
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Or,
lim (1+1/n)" =e.
n-++ 0

Donc
lim Yntt =—1—< 1,
n++w U, €

et la série est convergente.
2. Soit la série de terme général (2n/(n-+2")). Alors
U,y _n+l n+2" 1

— =
u, n a+142%1 2

‘La série est donc convergente.

+1

3n
3. Soit la série de terme général (n"' > . Alors

Upey  3n+2 n*+1 .
u, 3n—1m+D*+1

La régle de D’Alembert ne s’applique donc pas.
Au lieu d’utiliser la régle de Riemann, il est plus rapide de déterminer directe-
ment la partie principale de (x,). En effet,

u,~3n*.

La suite (u,) est donc équivalente 2 la suite (3/n®), ou encore semblable 4 la suite
(1/n®). Puisque 3 > 1, la série de terme général (u,) est convergente.

CONVERGENCE ABSOLUE ET SEMI-CONVERGENCE

Revenons au cas général d’une suite (#,) de nombres complexes. Nous allons
voir un cas fondamental ol I’on peut se ramener 4 une suite de nombres réels
positifs. »

7.16 Convergence absolue. Soit (i,) une suite de nombres complexes. On dit
que la série de terme général (u,) est absolument convergente si la série de terme
général (Ju,|) est convergente.

L’intérét de cette notion provient du théoréme suivant :

Toute série absolument convergente est convergente.

La démonstration repose sur le critére de Cauchy, employé comme condition
nécessaire, puis comme condition suffisante.-Soit en effet ¢ un nombre réel stricte-
ment positif. Puisque la série de terme général (Ju,|) est convergente, il existe un
entier naturel n, tel que, pour tout couple (p, g) d’entiers naturels, la relation
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ny < p < q implique
[up+1l+]up+2|+ +luq| <e.
D’aprés I'inégalité triangulaire,
g4 1t Uppat oo F g S|ty gl F ol + .o +lugl <e.

Le critére de Cauchy montre alors que la série de terme général (u,) est conver-
gente.

EXEMPLES

1. La série de terme général (e"*/n?), ot x € R, est absolument convergente.
En effet,

lta] = "I = 1/n?,
et la série de terme général (1/n?) est une série de Riemann convergente, puisque

2> 1. La série proposée est donc absolument convergente et, par suite, conver-
gente.

2. De méme, la série de terme général ((sin #x)/n>/?) est absolument convergente.
En effet, ,

sin nx
n3/2

3/2°

7.17 Séries alternées. Le théoréme précédent n’a pas de réciproque : il peut
arriver qu’une série soit convergente sans &tre absolument convergente; on dit
alors qu’elle est semi-convergente.

Nous allons voir un cas particulier trés fréquent o1 I’on peut étudier directement
la convergence sans passer par la convergence absolue. Nous pourrons alors
donner des exemples de' séries semi-convergentes. Introduisons a cet effet la
définition suivante : ’

On dit qu’une série de nombres réels est alternée si son terme général est de la
forme
Uy = ("’ l)n @y

olt (a,) est une suite de nombres réels positifs. (Autrement dit, les termes sont
alternativement positifs et négatifs.)

Voici une condition syffisante (mais non nécessaire) de convergence des séries
alternées :

St a, décroit et tend vers 0, la série de terme général (u,) est convergente.
En effet, 1a suite des sommes partielles de rang impair est croissante :
San+1=S25-1F(G2n—Q2n4+1) Z Say-1-
De méme, la suite des sommes partielles de rang pair est décroissante :

So2n = San-2 ~"(a2r1---1 “aZn) < Sop—-2-
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En outre,
Son+1 = Son—A2n+1 S S24 ¢
Par conséquent,
Sant1 S 82, S 82525 .. S5 -

La suite (52,4 1), 6tant croissante et majorée, admet une limite s (voir tome 1). De
méme, .
S2n Z Saps1 Z Sgnt Z e 281 -

La suite (s,,), étant décroissante et minorée, admet une limite s’. Enfin, en passant
3 la limite dans la relation

Son+1 = SantUspeys

on voit que s = s’ (puisque u,,., tend vers 0).
Ainsi, pour tout nombre réel stnctement posmf g, il existe un entier naturel
ng tel que, sin=ng,

[S2n+1—58| <€

De méme, il existe un entier naturel ng tel que, si # 2 ng,
[$2n—5]| < €.

Donc, dés que n > sup 2ng+1, 2ng),
]Sn"sl < g,

ce qui montre que la série considérée est convergente.
On notera au passage que le reste a I’ordre n est du méme signe que le premier
terme négligé; de plus,

[ral < Jtta] -
En effet, il découle de I’encadrement

San—1 <SS S2n

que
0<ran—1 <S2n—S2n~1 =02+

De méme, la relation
Son+1 SIS Sz
implique

Uppe1 = —Oops1 ST2, <0

EXEMPLES

1. La série harmonigue alternée, de terme général ((—1)"/n), est convergente.
En effet, 1/n décroit et tend vers 0. De plus, cette série n’est pas absolument con-
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vergente, puisque [u,] = 1/n et que la série harmonique est divergente. Nous avons
donc trouvé un exemple de série semi-convergente.

2. Plus généralement, pour tout nombre réel strictement positif «, la série de
Riemann alternée, de terme général ((—1)"/n%), est convergente. Si a> 1, cette
série est absolument convergente; si « < 1, elle est seulement semi-convergente.

7.18 Remarque finale. On notera soigneusement que la comparaison des
séries de nombres réels positifs ne s’étend pas au cas général des séries de nombres
complexes. '

Considérons en effet deux suites () et (v,) de nombres complexes telles que
u,~v,. Il peut arriver que la série de terme général (u,) converge, et que la série
de terme général (v,) diverge. C’est le cas par exemple si

n n
=D S
Jn Jnoon
La premiére série est une série de Riemann alternée, convergente. La seconde série
est la somme d’une série convergente et d’une série divergente; elle est donc
divergente (voir n° 7.4).

En dehors du cas ol u, est réel de signe constant, on ne peut donc conclure en
remplagant », par un équivalent.

En pratique, on n’applique la condition suffisante de convergence des séries
alternées que dans le seul cas ou il est évident que |u,| décroit. Sinon, on introduit
la partie principale v, de u,. Si la condition suffisante de convergence s’applique
a v,, I’étude n’est pas terminée! Pour que la série de terme général (u,) converge,
il faut et il suffit que la série de terme général (4, —v,) converge (n° 7.4).

et v, =

ExempLE. — Etudions le cas ot

_ =y
"=

Il est clair que #, ~ v, = (—1)"/n. Formons

w,,=u,,—~v,,=(_1)n< 1 —1)=——-———1-————~.
- n \L—(=1)/n n*(1—(=1)"/n)

Comme w, est de signe constant, nous pouvons étudier la nature de 1a série de terme
général (w,) en prenant un équivalent (ce que nous n’avions pas le droit de faire
pour #,). Or, w,~ 1/n?. La série de terme général (w,) est convergente; il en est
donc de méme de la série de terme général (»,). On remarquera que cette derniére
série est seulement semi-convergente.
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nt2
71 u, = Bl
1
73 u, = St n
15 u, = nf2"
n
77 u, = it
1
79 u, = ; sin 7:/\/ n
7‘11 un — e-'(n2+1)/(11+1)
713 U ——
T2 @)
715 4 = -
T )
717 u, = sin” (a+b/n)
7.19 1214 e
S (n+2)!
721 w, = (+1/n*P -1
ey n(n+2)
723 u,=(—1) 111——~——-——n‘,£__n_H
COs nf
725 y, = ——
Jrt (="
+1) - (x+n—1
727 u, = x(et1) "(x 1)
n
7.29 u, = (In cos 1/n)-(In sin 1/n)

Chapitre 7

EXERCICES

Etudier les séries dont le terme général (»,) est défini de la fagon suivante :

*
xeRY

72

74
7.6

7.8

7.10
7.12

71.14

7.16

7.18

7.20
7.22

7.24

7.26

7.28

7.30

u, = n2/n!

u, = tg m/\/n

u, = sin (ntan)n

1+n?
ll,, = n!
1
P *
T xeR

u, = (lan)”™"

u, = In(1+1/n%)

v = nn+1)
" (m+2)?
_Inn!

ST

u, = (1+1/n)"* " —e
e” i/6

u, = (nsin 1/w)"* —

u, = sin 7r\/n2+1

U, = [ +n+1 — \/n2—n+1

u, = In (th n)

u, = (cos 1/n)""  aeR%
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Calculs de sommes de séries

Etudier la convergence et calculer la somme des séries dont le terme général (i)
est défini de la fagon suivante:

1 203 —3n%+1
. = _— 32 u="—"" "
731 u, Arctg’12+3”‘+ 3 732 (n+3)!
733 u =In|1+ 2 734u=——i——
' " n(n+3) ) "o+ (@+2)
1 11
. e .36 :-——-—-t —
735ty = D) (11 3) 736 = te o

(on pourra établir et utiliser la relation
tgx = cot x — 2 cot 2x).




CHAPITRE 8
SERIES ENTIERES

8.1 Séries de fonctions. Nous avons rencontré jusqu’ici des séries numériques,
c’est-a-dire des séries dont le terme général (u,) est une suite de nombres, réels ou
complexes. Nous allons étudier maintenant le cas ol u, est une fonction.

Plus précisément, pour tout entier naturel n, considérons une fonction u, d’une
variable réelle. L’exemple fondamental est celui de la suite géométrique : & tout
nombre réel x, la fonction u, associe le nombre x". Dans ce chapitre, nous examine-
rons plus généralement le cas o u, est une fonction monomiale; autrement dit,

U, (x) =a,x", oiag,eC.

La série de-terme général (u,) est appelée série entiére.
Le chapitre suivant sera consacré au cas ou , est une fonction circulaire, de la
forme '

U, (x) = A, cos nx-+ B, sin nx ,

ol 4, et B, sont des constantes (réelles ou complexes).
La somme 4 I’ordre » de la série de fonctions de terme général (u,) est la fonction
s, définie par la formule

n

5,(x) = Zo U, (%) = ug () +uy (X)+ -+ +u,(x).
=
Ainsi, la somme 4 Iordre n d’une série entiére est une fonction polynomiale de
degré inférieur & n :

sy (X)=ap+a; x+ ... +a,x".

8.2 Convergence simple et convergence uniforme. Le premier probléme posé
par I’étude des séries de fonctions est celui de la convergence de la série numérique
de terme général (u,(x)) pour une valeur donnée de Ia variable x. Ce probléme se
traite avec les méthodes du chapitre précédent : régle de D’Alembert, rigle de
Cauchy, régle de Riemann, etc. Soit 7 un intervalle de R tel que, pour tout point
x de I, la série de terme général (u,(x)) converge. La fonction s, somme de la série
. de fonctions, est définie par la formule

+ 0

s(x) = lim 5,(x)= ) u,(x).

n-++ oo n=0

On dit que la série de terme général (u,) converge simplement sur I

Par définition méme, la convergence simple garantit seulement la convergence
de la série numérique de terme général (u,(x)) en tout point x de I; elle ne permet
pas d’affirmer le moindre résultat sur les propriétés de la fonction s. Par exemple,
chacune des fonctions u, peut étre continue, sans que la fonction s le soit.
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Pour pouvoir déduire certaines propriétés de la somme s & partir de celles des
fonctions u,, on est amené 2 introduire une notion plus restrictive que celle de
convergence simple; c’est la convergence uniforme.

On dit que la série de terme général (u,) converge uniformément sur Iintervalle
I s’il ‘existe une fonction f telle que, pour tout nombre réel strictement positif e, il
existe un entier naturel ny tel que, pour tout entier naturel n supérieur @ n, et pour
tout point x de I,

lsn (x) _f(x)l <e.

(Contrairement au cas de la convergence simple, on impose & n, d’étre choisi
indépendamment de x.) On vérifie facilement que la convergence uniforme implique
la convergence simple; plus précisément, la fonction f est unique et est égale a la
limite simple s. (Mais la convergence simple n’implique pas la convergence
uniforme!)

En pratique, on utilise surtout la condition de Weierstrass :

Pour que la série de terme général (u,) converge uniformément. sur I, il suffit
qu’il existe une série convergente de nombres réels positifs de terme général (v,)
telle que, pour tout point x de I,

fttn ()] < 0y«

.. L . cos nx . i
Ainsi, la série de terme général ( 2 ) est uniformément convergente sur R,
puisque, pour tout nombre réel x,
1

=72

n

COS nx

nZ

et que la série de terme général (1/n?) est convergente.
De méme, la série de terme général (x”) est uniformément convergente sur
[—1/2, 1/2], puisque, pour tout point x de cet intervalle,

1
X" < —
2

et que la série géométrique de raison 1/2 est convergente.

8.3 Propriétés des séries uniformément convergentes. Signalons sans démon-
stration quelques conséquences de la convergence uniforme.

Si la série de fonctions de terme général (u,) converge uniformément sur 7 et si,
pour tout entier naturel n, u, est continue, alors la somme s est continue. (On
montre par récurrence sur z# que la somme s, 4 ’ordre » est une fonction continue;
mais il n’est pas évident que la somme d’une série de fonctions continues est
continue. De plus, ce résultat ... peut étre faux s’il n’y a pas convergence uniforme.)

Dans ces conditions, pour tout couple (g, b) de points de I,

b

Jb s(t)dt = +Zw u,(Hde.
n=0

a a
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Autrement dit, pour calculer ’intégrale de la somme d’une série uniformément
convergente, on peut intégrer terme & terme.

Enfin, si, pour tout entier naturel », u, est dérivable et si la série de terme général
(1)) est uniformément convergente sur I, alors s est dérivable, et

+ o
=3 u,.
n=0

Autrement dit, on peut calculer la dérivée de la somme de la série en dérivant terme
a terme. »

Nous allons appliquer toutes ces conditions suffisantes au cas des séries enticres,
en commengant par chercher sur quels intervalles une telle série converge uniformé-
ment.

PROPRIETES DES SERIES ENTIERES

8.4 Intervalle de convergence. La théorie des séries entiéres repose sur le lermme
d’Abel :

Soit x, un nombre réel strictement positif. Si la suite (a,x3) est bornée, la série
entiére de terme général (a,x") est absolument convergente sur Iintervalle ] — x4, Xol,
et uniformément convergente sur tout intervalle | —r, r], o 0 <r <x,.

En effet, soit b un nombre réel positif tel que, pour tout entier naturel n, |a, xp| <b.
Alors
la, X" < bx[xo|" .

La condition |x} < x4, c’est-d-dire |x/x,| <1, implique la convergence absolue.
La condition [x| < r, ¢’est-3-dire |x/x,| < r[x, < 1,implique la convergence uniforme,
d’aprés la condition de Weierstrass.

Ces résultats s’appliquent en particulier si la série converge au point x4 : en
effet, le terme général d’une série convergente a pour limite 0; pour tout nombre
réel strictement positif &, il existe un entier naturel n, tel que la condition n2n,
implique |u,(x,)| <e; il existe donc un majorant de la suite (|a,x3|), & savoir

b= SuP(laola lalxola "ty ]ano—lx'(,)0~1l » 8)'

11 découle du lemme d’Abel que I’ensemble des nombres réels positifs r tels
que la série numérique de terme général (a,r") converge est un intervalle d’origine 0.

Ou bien cet intervalle est borné; il admet donc une borne supérieure R. Dans ce
cas, la série entiére converge absolument en tout point de l’intervalle ] —R, R],
et uniformément sur tout intervalle [ —r, r], ot 0 <r < R; elle diverge en tout
point extérieur 4 [~ R, R].

Ou bien cet intervalle est [0, +oo[. Dans ce cas, la série entitre converge
absolument en tout point de ]—o0, + oo, et uniformément sur tout intervalle
[ —r, r], ou r est un nombre réel strictement positif. On convient alors de dire que
R est égal & +o0. ’

Dans les deux cas, ’intervalle ] — R, R s’appelle intervalle de convergence de la
série entiére, et R s’appelle rayon de convergence.
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Lorsque x = R ou x = — R, la série entiére peut étre convergente ou divergente:;
on ne peut énoncer de résultat général. Il convient de faire une étude directe de la
série entiére donnée.

En pratique, pour déterminer le rayon de convergence R, on étudie la conver-
gence de la série de terme général (|a,x"]), dite série des modules. On emploie &
cet effet la régle de D’Alembert ou la régle de Cauchy.

8.5 Exemples

1. Intervalle de convergence de la série entiére

TAx+x2 4+ . +x"+... .

C’est la série géométrique de raison x; elle est convergente si et seulement si
|x] < 1. L’intervalle de convergence est ] — 1, 1[, et le rayon de convergence est 1.
On notera que cette série est divergente si x =1 ou si x == — 1, cir son terme général
ne tend pas vers 0.

2. Intervalle de convergence de la série entiére

2 3 n
ks (Gex)” | (Rx)” R
1 2 3 n

b

ou k est un nombre réel strictement positif.
La régle de D’Alembert appliquée 4 la série des modules donne

|un+ll — k"+llxln+1 . n :' n klxl
a4, n+l  K'x[" n+l
lim [n 4] = k|x|.

n++ ]ll,,]

La série est convergente lorsque k|x| < 1, soit |x] < 1/k.

Son rayon de convergence est R=1/k et son intervalle de convergence est
1—1/k, +1/k[.
Lorsque x = 1/k, on reconnait la série harmonique; il 'y a donc divergence;
lorsque x = —1/k, on reconnalt la série harmonique alternée; il y a donc semi-
convergence.

3. Intervalle de convergence de la série entére

2 3 n
X x X
e Ay sl SIERTIE SRCLR P
11 21 3! n!
Formons
[ardl X" ml [x]

e e # i

lu,l  (+D! |x* n+l
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Pour tout nombre réel non nul, ce rapport tend vers 0; la série entiére est donc
absolument convergente en tout point x de R. L’intervalle de convergence est
1—o00, + oo}, et le rayon de convergence est + 0.

4. Intervalle de convergence de la série entiére

x x* x> x*

n—lx"
F—22+§£ 42+"'+(-—1) ;5+

La régle de D’Alembert appliquée 2 la série des modules donne :

4
‘un+1[ _— len ! . n2 . n‘2 I l

bl (rD? PP R

Donc
2
. n®|x
lim — I lz
n—++co (n -+ 1)
La série est convergente si |x| < 1. Son rayon de convergence est R =1 et son
intervalle de convergence est | —1, +1[.
Pour x = +1, |u,| = 1/n?. Cette série de Riemann est convergente, donc la série
entiére converge pour x = +1.

= [x].

5. Intervalle de convergence de la série entiére
14+ x+Qx)2+ G2+ o+ ()" + ...
Remarquons que, pour tout nombre réel non nul x, |(nx)"] tend vers + co quand

n tend vers +oo. La série entiére converge seulement pour x = 0; son rayon de
convergence est nul.

8.6 Dérivation et intégration des séries entidres. A partir des propriétés de la
.convergence uniforme, on montre que la somme d’une série entiére est une fonc-
tion continue, et méme indéfiniment dérivable, sur son intervalle de convergence.
Plus précisément, si

s(x) = apta x+a, x>+ ... +a,x"+ ...
alors
§(x) = ay+2a,x+3as x>+ ... +na,x" "1+ ...

On peut donc dériver une série entiére terme 2 terme; de plus, la série dérivée ainsi
obtenue a le méme rayon de convergence R que la série donnée.

De méme, on obtient I'unique primitive de s s’annulant & ’origine en intégrant
terme 2 terme :

x 2 3 n+1

X X

J s(f)dt = agx+a, 2 4ay > o da, g
0 2 3 n+1

Le rayon de convergence de la série intégrée terme 3 terme est encore égal & R.
Par exemple, considérons la somme de la série géométrique :

5(x) = 14+x+x>+ x>+ +x"+ R=1.
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Alors
s'(x) =142x+3x*+ o dnx"" 1o R=1
et
x 2 3 n+1
J s@dt=x+—+Z 4 4 X — 4 R=1.
0 2 3 n+1

8.7 Opérations algébriques sur les séries entiéres

Addition. Considérons deux séries entidres de termes généraux (a,x") et
(,x"), de rayons de convergence R, et R,. La somme de ces deux séries est
encore une série entiére, de terme général ((a, + b,)x").

Rappelons que la somme de deux séries convergentes est encore convergente;
donc, si |x| <inf (R,, R,) (c’est-a-dire si [x| est strictement inférieur au plus petit
des deux nombres R, et R,), chacune des deux séries converge, et il en est de méme
de leur somme. Le rayon de convergence R de la somme de deux séries entitres
vérifie donc P’inégalité :

Rz=inf (R, Ry) .
Plus précisément, si R, # R,, alors R = inf (R,, R;); mais si R, = R,, on ne peut
conclure sans une étude directe. Par exemple, si a,= —b, =1, alors Ry =R, =1,

tandis que R = + 0. .
Enfin, si |x| <inf (R, R,),

+ @ + oo + o
Y (@, +b)x"= Y a,x'+ ), bx".
n=0 n=0 n=0

Multiplication par un scalaire. Soit £ un nombre complexe. Le produit de la
série entiére de terme général (a,x") par k est la série entiére de terme général
(ka,x™). Si k # 0, cette série a le méme rayon de convergence R que la série initiale;
mais si k = 0, elle-a pour rayon de convergence + co. De plus, si [x]| <R,

+ +
Y ka,x"=k ) a,x".
n=0 n=0
Multiplication. On appelle produit des deux séries entiéres de termes généraux
(a,x") et (b,x") la série entiére de terme général (c,x"), olt

c,,=aob,,+a1b,,_1+a2b,,_2+---+a,,bo= Z apbq.

ptq=n

(On remarquera ’analogie avec le produit de deux polynémes; cf. tome 1.)
On démontre que le rayon de convergence R de la série produit est supérieur
ainf (R, R,). De plus, si |x| <inf(R;, R,),

+ oo + +
X" = Y, a,x" b,x" |.
n=0 n=0 n=0
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIE ENTIERE

Nous venons de voir que les régles de calcul sur les séries entiéres (dérivation,
intégration, addition, multiplication) ressemblent énormément aux régles corres-
pondantes sur les fonctions polynomiales. De plus, les séries entiéres se prétent
fort bien au calcul numérique. Il est donc intéressant de pouvoir représenter une
fonction donnée comme la somme d’une série entidre.

8.8 Fonctions développables en série enmtidre. Considérons une fonction f
a valeurs complexes définie sur un intervalle I symétrique par rapport 2 0. On dit
que f est développable en série entiére sur I sl existe une série entiére dont 1’inter-
valle de convergence contient I et dont la somme coincide avec f sur I :

+ o0

6] Fx) =Y a,x"=ag+a,x+a, x>+ +a,x"+ -
n=0

Nous avons vu que la somme d’une série entiére est une fonction indéfiniment
dérivable sur son intervalle de convergence. Ainsi, pour que f'soit développable en
série entiére, il faut que f soit indéfiniment dérivable sur 7.

EXEMPLES

1. La fonction f: x + |x| n’est pas développable en série entiére, car elle n’est
pas dérivable a I’origine.

2. La fonction f: x > Argch x n’est pas développable en série entiére, car
elle n’est pas définie & ’origine.

3. Nous savons que, pour tout nombre réel x de valeur absolue strictement
inférieure & 1, la série géométrique de raison x est convergente, et que
1 2 3 n
© .1___=1+x+x X" X
—X

Autrement dit, la fonction f définie sur ] — 1, 1[ par f(x) = 1/1 —x est développable
en série entiére, et

F) =1+x+x>+x> 4o 4 X"+ R=1.
4. En remplagant x par —x, nous obtenons
1 2 3 L]
3) —=l—xx =" (=D X R=1.
1+x
On obtient de méme
1
1—x

1
1+x?

Q)

s = 14X xt x4 R=1

(5) =1 xt—xC o (= 1) X R=1.




Séries entiéres 119

5. En intégrant les relations (3), (4) et (5), nous obtenons d’autres développe-
ments en série entiére, ayant encore le méme rayon de convergence :

2 3 4 n

6 I+ =x-+Z-Z -t Iog R=1
2 3 4 n
3 5 2n+1

7N Agthx=x+2+Z 4. 4 R=1
3 5 2n+1
3 5 7 2n+1

® Arctgx=x~—%+§5—_%+...+(..1)"x o R=1.

2n+1

En effet, In (1+x) est Punique primitive de 1/(1+x) s’annulant & I’origine.
De méme pour Arg th x et pour Arc tg x.
La formule (7) s’écrit encore
1 +x 3 5 2n+1

I =2 e g 4 2
1—x 3 5 2n+1

+ o) R=1.

Cette derniére expression permet de calculer les logarithmes népériens de tous
les nombres réels positifs, alors que la formule (6) n’est valable quesi —1 <x < 1.
En effet, lorsque x varie entre —1 et 1, (1+x)/(1—x) prend toutes les valeurs

entre 0 et 4 0.
Calculons par exemple Irr 2 par ce procédé. Cherchons tout d’abord la valeur de

x telle que
14x
1—x

2.
Nous obtenons x = 1/3. Par suite,

1n2=2<1+ 13+ 15+ 1,,+--->.
3 3.3 5.3 7.3

On trouve avec 7 décimales exactes
In 2~ 0,693 147 1.

6. Pour tout nombre complexe non nul a,

1 1 1

a—x a l—x/a'

Développons en série entiére, en utilisant les résultats précédents :

1
l1—x/a
1

2 3 n
=1+zc_+<zs> +(§> +...+<§> o
1—x/a a \a a a

avec |x/al < 1, soit |x| < |a| ou R = |a].
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Donc
x2 n

1 x
= 3+...+;_’;+_1+... R =|aj.

1
— =
a

X
a-—Xx 2

+
a a

8.9 Série de Maclaurin. Remplagons x par 0 dans la relation (1); nous voyons
que a, est nécessairement égal 4 f(0). Dérivons maintenant les deux membres de
la relation (1) :

@) =a+2a,x+3a;x*+ ... +na,x" "+ ...
-Remplagons x par 0; il vient

FO=a.
Dérivons enfin p fois de suite les deux membres de (1) :

H! !
f(")(x)_—_p!ozl,+—————-———(p+ ) G551 % + e+
T (n—p)!

a,x" " P+

Remplagons x par O :

f2(0) = pla,.
Le développement en série entiére de f est donc unique; la série entiére de terme
(n)
général f—n-'(-o—) x" ) s’appelle série de Maclaurin associée 2 f.

(Puisque la fonction f est indéfiniment dérivable, f admet un développement
limité & tout ordre n; voir chapitre 4. On obtient ce développement limité en ne
conservant que les mon6mes de degré inférieur 4 » dans la série de Maclaurin
associée a f.)

Nous avons donc prouvé 'unicité du développement en série enticre de f.
11 reste & voir s’il existe effectivement un tel développement. Plus précisément,
en dehors du cas de la somme d’une série géométrique, on peut commencer par
former la série de Maclaurin associée 3 f. On détermine alors son intervalle de
convergence. Mais, méme si la série de Maclaurin converge, il n’est pas toujours
vrai que sa somme est égale 3 f.

En résumé, on doit procéder aux deux vérifications suivantes :

a) voir si la série de Maclaurin converge;
b) voir si la somme de cette série est égale & f.

Rappelons la formule de Maclaurin-Lagrange (voir tome 2) :

f(x) =10 + ILO)—x + JZ(—O)xZ + -t Ii"~)-(--(22x"—!«r,,(x),
1! 2! n!

ol r,(x) est le reste de Maclaurin-Lagrange :

(n+1)
fOD ) e

Y 0<f<1.

ra(%) =
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Pour que f soit développable en série entiére sur 1, il faut et il suffit que r,(x)
tende vers O en tout point x de I.
En effet, si fest développable en série entitre, la série de Maclaurin converge;
autrement dit, pour tout point x de I,
n ® o
=y L0

p=0
converge vers f(x), et le reste r, (x) =f(x)—s,(x) tend vers 0.
Réciproquement, si r,(x) tend vers 0, alors s,(x) tend vers f(x). En passant 4 la
limite, nous obtenons
' " ()
O IQ L, L 0

f(x)=f(0)+—1!—x o +——-;!——x”+---,

ce qui montre que f est bien la somme de sa série de Maclaurin.
Dans de nombreux cas, on utilise la condition suffisante ci-dessous :

Pour que f soit développable en série entiére sur I, il suffit que, pour tout nombre
réel strictement positif r appartenant & I, il existe un nombre réel positif M tel que,
pour tout point x de [ —r, ] et pour tout entier naturel n,

FPEI<M.

Autrement dit, toutes les dérivées successives de f sont majorées en module par
un méme nombre M (indépendant de » et de x).
En effet, dans ces conditions,

rn+1

[F. (0] < M,
T (1))
et la suite (F"*!/(n+1)!) converge vers 0. (On peut remarquer que c’est le terme
général d’une série convergente étudiée au n° 8.5.)

EXEMPLES

1. Développement de €* en série entiére. Toutes les dérivées de la fonction
f: x> e* sont égales & e*; elles prennent la valeur 1 & ’origine. Ainsi, la série de
Maclaurin de la fonction exponentielle est

x X2 3 xn
I+= 4= = e
121 31 n!

De plus, pour tout nombre réel strictement positif r et pour tout élément x de
[ I, r ]:

e*ge.

En prenant M égal a €', on voit que, pour tout point x de [ —r, r], e* est égal 2 la
somme de sa série de Maclaurin; comme r est quelconque, ce résultat est valable

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 3 5
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pour tout nombre réel x :

Tit Tt a 7] R=+w
En particulier, lorsque x = 1, nous obtenons
1 | | . ,
e=1+— 11 2 P+ 1 + -+ résultat déja annoncé au tome 1 .
2. En remplagant x par —x, nous obtenons
2 3
Gl PN A ST g 1)" : R=+o.
121 31

Faisons la demi-somme et la demi-différence de ces deux séries entiéres; il vient :

x - 2 4 6 2p
chx=2F2 gy E XX R=+w
21 41 61 2p)!
x_-x 3 5 7 2p+1
th=e ° = X 4 — A — +.x_+...+._3.c_...___+... R=+4+o0.
2 31 51 71 @p+1)!

3. Le calcul des dérivées successives de cos x et de sin x a été effectué au chapi-
tre 4. Rappelons que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel x, ces
dérivées sont majorées en valeur absolue par 1. En prenant M = 1, nous obtenons
les développements suivants :

2 4 6 2p
cosx—l-ic—q—ic—-———~+ c (1) i e R=+4+wo

21 41 6! ep!

3 5 7 x2P+1
Sinx=x—£-+x———x—+~ (1P e R=+0w.

31 51 71 QCp+1)!

8.10 Fonctions d’une variable complexe. On peut étendre la théorie des séries
entiéres au cas d’une variable complexe : le terme général est cette fois (a,z"),
ol a, et z sont des nombres complexes.

On prolonge les fonctions exponentielle, cosinus hyperbolique, sinus hyper-
bolique, cosinus et sinus en posant :

ZZ Z3 n

¢ =1+Z+Z 42, + t R=+w

it 2t 31

2 4 6 2p

21 41 6! 2p)!

3 5 7 2p+1
sh z =z+z_+..—+.z..+...+..__.___z I R= +o0

31 51 71 @p+1)!

2 4 6 227
cosz.—;l_z_.;_f__i__*_ (__ )P R= 40w
| 21 41 6! en

3 5 7 2p+1
sinz=z-———+-z——--z—+ +(-1D)P ——— z R=4+0m.

3t 51 7! @p +l)v
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Ces séries convergent pour tout nombre complexe z; c’est pourquoi I’on a encore
écrit que le rayon de convergence est -+ co. ;

On vérifie que si le nombre complexe z est écrit sous la forme x+jy, olt x et y
sont réels, alors

e" =¥ = e*e?” = e (cos y+jsin y).
En particulier,
e” = cos y+jsin y,

ce qui justifie la notation introduite au tome 1 pour les nombres complexes de

module 1.
D’autre part, les formules d’Euler restent valables dans le cas d’une variable

complexe :

ef* e elf—e™i=
cos§ Z = ——————, §iN Z = ———ee
2 2]
e +e e’—e "
chz = + ) shz = .
2
En remplagant z par jz dans ces relations, nous obtenons aussitét (puisque j* = — 1)
cosjz = chz sinjz=jshz
chjz = cosz shjz = jsin z.

En particulier, pour tout nombre réel x,
cosjx = chx sinjx = jshx
chjx = cosx sh jx = jsinx.

Ces formules expliquent ’analogie frappante entre les fonctions circulaires et les
fonctions hyperboliques (voir tome 2).

8.11 Série du bindme. Nous savons déja (voir tome 1) que, pour tout entier
naturel 7z et pour tout nombre réel x,

n(n—1) 24 n(n—1)(n—2) Bt nn—-1)--1 .
!

(A+x)"=1+nx+
3! n!

Remplagons » par un nombre réel «. La fonction f: x > (14 x)* n’est plus une

fonction polynomiale; on ne peut donc la représenter par la somme d’un nombre

fini de mondmes, mais on peut espérer trouver un développement en série entiére.
Les dérivées successives sont

f1®) =al+x)? 0 =a
() = a(a—1)(1+x)7"2 £(0) = a(e—1)
() = ale—1)(@—2)(1+x)*"3 f70) = afa—~1)(x—2)

.............................................................
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La série de Maclaurin est donc

1 +.9C_x +°‘_(3‘:l)x2 e o a@—1) - (@—n+1) X" e
1! 21 n!

En employant la régle de D’Alembert, nous voyons facilement que le rayon de
convergence est 1.

Malheureusement, il n’existe pas dans le présent cas de nombre réel positif M
majorant toutes les dérivées de f, méme si x = 0. Pour montrer que f est développa-
ble en série entiére sur I'intervalle de convergence ]—1, 1[, on utilise 1’artifice
suivant : on remarque que

¢y

76 = —— f(x).
14x

Autrement dit, f est une solution de I’équation différentielle
A+x)y'=ay §v
(voir tome 4), prenant la valeur 1 & ’origine. Or, la relation

!

y o

v 1tx
implique que toutes les solutions de I’équation (2) sont proportionnelles & (1 +x)~
11 existe donc au plus une telle solution prenant la valeur 1 4 Iorigine (& savoir f

elle-méme). En outre, on vérifie que la somme de la série de Maclaurin (1) est
solution de ’équation différentielle (2). Finalement :

alg—1) - (@~n+1) ,
. X"+

(1+x)“=1+%x+5'%—2x2+---+ R=1. (3

Nous verrons d’autres applications de cette méthode au moment des équations
différentielles (voir tome 4).

EXEMPLES

1. Prenons o = —1; nous retrouvons
__1___-—_1-—x+x2_x3+...+(__1)"xn+... R=1_
14x

2. Prenons « = 1/2; nous obtenons
2 N
(2n—-2)! o

1+x1/2=1+5—x——+--~+~—1"'1———-——-——-— R=1
(1+) 2 8 (=D 22" 1(p—1)!n!
3. Prenons a« = —1/2; nous obtenons cette fois

!
‘___]'_.£.5=1_5+.3..x2+... +(—.1)" §2n).2xn+"' R=1.

A +x)" 2 8 22" (n1)

Remplagons x par x? : ,
2 !

1 1_§_+§x4+...+(_1)"..(_2£);_x2”+... R=1.

A+~ 273 22" (n1)?
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Intégrons les deux membres; nous obtenons le développement en série entiére
de Argsh x :

3 1 5 1 2r+1
Argshxzx-lx—-{——zi—;x——-i—----i—(——l)' §2r).2x R=1
23 2°2H° 5 27 (kD 2r+1
Remplagons enfin x par —x? :
2 !
__.]Z.Z.l_i—_-l_l_i__}_éx +...+_§2_n)'_5x2" R=1
1—x3Y 2 8 22" (nl)

En intégrant les deux membres, nous obtenons le développement en série entiére
de Arcsin x :
1x® 4! x° @ x*¥*t

Arcsin x = x 4+ —-—

X e R=1.
23 2*@2n*s 22 (r)? 2r+1

Si nous donnons & x la valeur 1/2, nous trouvons la valeur de Arcsin 1/2 = 7/6
sous forme de la somme d’une série numérique :

n_ &1.3.5--(2n-1) 1
6 o 2.4--2n  (Qn+1)22HY

Cette formule se préte trés bien au calcul numérique de =; elle fournit
7 =13,141 592 653 ...
4 1/10° prds par défaut.

8.12 Somme d’une série entiere. On peut calculer les sommes de certaines
séries entiéres en se ramenant aux développements en série des fonctions usuelles.
On pourra employer les procédés suivants :

— multiplication par x;

— division par x;

— intégration;

- dérivation;

— changement de variable x =#?si x>0, x = —#?si x <0.

EXEMPLES

1. Calculer le rayon de convergence et la somme de la série entiére

x x? x"
— + pi— + e + + vee
2 6 nn+1)
Appliquons la régle de D’Alembert 4 la série des modules :
u, n(n+1 n
Bagt| g 2OED gy
U, n+1)(n+2) n+2

La limite est |x|, ce qui montre que R= 1.




126 Chapitre 8

Pour calculer la somme, remarquons que
1 1 1

n(n+1) n n+l

Donc
y(x) = = —
n n+l

et

La premitre somme est égale & —In (1 —x); pour calculer la seconde, mettons
1/x en facteur :

+ w xn 1+ooxn+1 1
= - = ~[~In(l-x)—x].
n;1 n+l " xa=1A4+1 'SCL' (1=2)=x].
Finalement :
+ n —
X X d—x+1 R=1.

n=1 n{n+1) x

2. Calculer le rayon de convergence et la somme de la série entiére

x  x? x"
LS4+ +
3 5 2n+1

En appliquant la régle de D’Alembert 2 la série des modules, on voit aisément
que R=1,

Pour nous ramener aux séries entidres usuelles, posons x = ¢ si x > 0. Nous
obtenons

tz t4 tzn
L+—+=+-+ +e,
3 5 2n+1
soit encore
1 t3 t5 t2n+1 1
—<t+-—+——+---+ +: ) =-Argtht.
t 3 5 2n+1 t
Revenons en x :
+ o xn

1
= — Argth /x O<x<1.
n=02n+1 X 8 ‘\/——

Lorsque x <0, on pose x = —¢2. On obtient cette fois

+ o n
X

5 _ 1
n=02n-+1 I~

Arctg./—x ~1<x<0.
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8.13 Application aux séries numérigues. La théorie des séries entiéres permet
de calculer la somme de certaines séries numériques : on essayera de reconnaitre
la somme d’une série entiére pour une valeur convenable de x.

EXEMPLES
1. Calculer la somme de la série de terme général ((—1)*/n!).
Nous reconnaissons le développement en série entiére de e lorsque x = —1.
Ainsi :
1 1 -1 1
1] —=4+=4 - _|..£_._)_+ e ==,
121! n! e

2. Calculer la somme de la série de terme général (nf2").
Considérons la série géométrique

T4x4+x2 4o X" e = 1 R=1.
1—x
Dérivons les deux membres :
142x44nx"" 1 o = L 5 =1.
(1-x)

11 suffit alors de remplacer x par 1/2 (valeur appartenant a I’intervalle de conver-
gence) pour obtenir
2 n 1 2 n

1+Z5+. 4 foe=4 et I 4 4=2,
2 on1 2 4 2"

3. Calculer la somme de la série harmonique alternée, de terme général ((—1)***/n).
On est tenté de remplacer x par 1 dans le développement en série entiére de
In(l+x):

2 _1yntil
hl(l—{-x):x—-z—_{_....’_( 1) X"
2 n

A een (1)
Mais 1 n’appartient pas & ’intervalle de convergence ] — 1, 1{; il n’est donc pas
évident que la formule (1) reste valable lorsque x = 1.

Cependant, pour tout élément x de [0, 1], la série (1) est alternée. Le reste a
I’ordre n est majoré en valeur absolue par x"**/(n+1), et & plus forte raison par
1/n. Nous obtenons ainsi une majoration du reste indépendante de x. La série
entiére converge uniformément sur [0, 1], et sa somme est une fonction continue
sur cet intervalle. Il suffit alors de faire tendre x vers 1 dans les deux membres de
(1) pour obtenir

_{yrt1
11 LD

L= = 4+ =1n2.
2 3 n
4. Le méme raisonnement montre que
1__1+.1.+...+.(.:..]:.)_+... =Arctg1 _—_.73.
3 5 2n+1 4
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EXERCICES

Rayons de convergence

Ftudier la convergence des séries entiéres dont le terme général est défini par:

n 1 n
8.1 <’-‘> 8.2 (1 + —) "
n n

83 a(m+1)x" 84 n?x"
xn xn- 1
8.5 ) 8.6 ~
x” xn
. s 8.8
8.7 (2n)? n3
(n+1)x" x"
8.9 T 8.10 5,',—;13
-1 x" x"
8.1 n+2 8.12 @n—1)2"
g1z DX 814 B
n! n

@n+1 x" 1t 8.16 @m! ,

15 :
8 2n—1 @2~

Sommes de séries entiéres

Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme des séries entiéres

suivantes :
8.17 (n_x;)n 8.18 (_n——_i')—}{;z———l—)?
8.19 Z:n: 820 i {Zf:; (4n+3)
821 (-—1)""1 n n X3

w+D) (n+2) 822 G
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8.23 (n—___nl)-—Toc(oc —1)...(@—-n+1)x" 824 ( Y p? C,f’) .
! =

xeR

Développements en série entiére

Développer en série entiére les fonctions suivantes, en indiquant le rayon de

convergence :
1 3
825 — 826 cos” x
3+x
1+3x?
.2 + 828 —=
827 In(4+x) =7
1+2x
2 P —— .30 i
8.29 Thri o 8 exp (x cos a) cos (x sin o)
8.31 chxcosx 8.32 In(l+x+x?)
1+ x
833 (1 +x)In(l +x) 834 Arctg =%




CHAPITRE 9
SERIES DE FOURIER

Les travaux de J.B.J. Fourier (1791-1867) ont montré que certaines fonctions
périodiques peuvent &tre représentées comme la somme d’une série de fonctions
trigonométriques. A cet effet, nous devons d’abord étudier les propriétés d’une
telle série.

9.1 Séries trigonométriques. On appelle ainsi une série de fonctions dont le
terme général est de la forme x +— A, cos nx+ B, sin #x, ol # est un entier naturel,
A, et B, des nombres réels. En pratique, on omet le terme B, sin Ox, nul quel que
soit x. En un point ol la série est convergente, sa somme est notée

+

S(x)= Ao+ Y. (4,cos nx+B,sin nx), (D
n=1 .

ou €ncore

S(x)=Ag+A4; cosx+A,cos2x+ ... +4,cosnx+ ...
+B; sin x+ B, sin 2x+... +B, sin nx+ ...
Les fonctions x > cos nx et x — sin nx admettent toutes 2n pour période.
Si la série converge pour tout nombre réel x, un passage i la limite montre facile-
ment que la somme S admet encore 27 pour période.
Dans certaines applications, il est commode de ne faire apparaitre que des
sinus, ou que des cosinus. Ainsi,
A, cos nx+ B, sin nx =Y, sin (nx+¢,)
=Y, sin (nx—0,)
== ¥, cos (nx+uw,)
=¥, cos (nx—p,) ,

ou Yn ='\/A‘12l+B315 tg @, = —tg Bn = An/Bn: tg ﬁn = —tgo, = Bn/An'
La formule (1) devient par exemple

+ o
S(x) = Ao+ 3, Y,sin(nx+9,).
. n=1

On obtient des expressions analogues dans les trois autres cas.

Forme complexe d’une série trigonométrigue. En appliquant les formules
d’Euler (cf. tome 1), nous obtenons une nouvelle forme, dite complexe. Ecrivons
en effet

ejnx+e—jnx . ejnx__e-jnx
COS AX = ———mme | sin nx = -
2 2]
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Alors

+

j . 1.
S(x) =4, + Y [4, 3™ +e ") +B, Y (@™ —e™"].
n=1 ]

Ordonnons le terme entre crochets :

+ ejnx . e—jnx .
1
Posons Cn =%(An—JBn) et C—n =%(An +jB,,),
nous remarquons déja que ces deux coefficients sont des nombres complexes
conjugués :

c_,=C,.

La série peut donc s’écrire sous la forme complexe :
+ o0
S(x)= Ao+ Y. (C,e™ +C_,e™ ™). )
n=1

Ainsi, nous pouvons considérer une série trigonométrique comme une série de
fonctions de la forme x> C,e/™, olt C, est un nombre complexe, mais oil,
cette fois, I’ensemble des indices est Z, et non plus N. '

Réciproquement, on peut passer de la forme (2) & la forme (1) en séparant les
parties réelle et imaginaire.

9.2 Fonctions orthogonales. Considérons 1’espace vectoriel E sur R des fonc-
tions continues sur un méme intervalle [a, 5] de R & valeurs réelles, ot a<b.
Comme nous I’avons constaté au tome 2, application

b
(f> 9 HJ J(®)g(x)dx ©)

est une forme bilinéaire symétrique satisfaisant aux deux conditions suivantes :

b
a) pour tout élément f de E, le nombre réel f f(x)? dx est positif;
a

b
b) le nombre réelJ f(x)*dx est nul si et seulement si la fonction f est nulle.

Cette application posséde donc les mémes propriétés fondamentales que le
produit scalaire bien connu, que nous avons vu au tome 1. Nous sommes donc
amenés 2 dire que I’application définie par la formule (3) est un produit scalaire sur
E et que, muni de ce produit scalaire, I’espace vectoriel E est euclidien.

Il nous sera trés commode de conserver le langage évocateur de la géométrie 4

propos des fonctions. Ainsi, on dit que des fonctions fet g sont orthogonales si
b .

leur produit scalaire est nul, c’est-a-dire si | f(x)g(x)dx = 0.

a
Par exemple, si a= —1 et b=1, les fonctions f:x— x? et g:x+> x sont
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orthogonales. En effet,

1
J x*xdx =4[x*1L; =0
-1

Examinons maintenant le cas ot @ est un nombre réel quelconque et ol b=a-+27.
Pour tout entier naturel n, posons

Ju(x) = sin nx et g,(x)=cosnx.

Alors les fonctions f, sont orthogonales deux 2 deux, c’est-a-dire que, pour tout
couple (p, g) d’entiers naturels distincts,

b
f o) fyx)dx =0

En effet,
sin px sin gx =4[cos (p—¢g)x—cos (p+q)x].
Puisque p—gq et p-+q sont non nuls, I'intégrale du second membre sur [q, 5] est
nulle (voir tome 2).

De méme, les fonctions g, sont orthogonales deux & deux. De plus, pour tout
entier naturel p et pour tout entier naturel g, les fonctions f, et g, sont orthogonales
(cette fois, p pouvant &tre égal a g).

Enfin,

b
f go(¥)*dx =21

et, pour tout entier naturel non nul »,
b b
Jv fn(x)zdx =j g,,(x)zdx=n.
a a

9.3 Séries de Fourier. Soit f une fonction définie sur R 4 valeurs réelles,
intégrable sur tout intervalle de longueur 2m., Nous nous proposons d’étudier
Pexistence et 1’unicité d’une série trigonométrique convergeant en tout point x
de R et telle que

+

fx)=4o+ Y (4, cos nx+B,sin nx). €))
n=1

Supposons d’abord qu’il existe une telle série trigonométrique. Nous allons
montrer que ’on peut déterminer les coefficients 4, et B, d’une maniére et d’une
seule. Nous aurons ainsi prouvé 'unicité de la série trigonométrique cherchée.
Cette méthode nous fournira en méme temps des formules constamment uttlzsees
en pratique pour le calcul effectif des coefficients.

Calcul de Ay. Intégrons les deux membres de la relation (1) entre a et a+2n ;

a+2n at2n at2n[ +w X
J- F(x)dx =J - Apdx +f [Z (A, cos nx+ B, sin nx)]dx. )
a a a n=1
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Admettons que I’on puisse intervertir les symboles { et ) :

a+2r +co + o0 a+2n
J Y (4, cos nx+B, sin nx)dx = ), f (4, cos nx+B, sin nx)dx. (3)
a n=1 n=1 Ja

Puisque, pour tout entier naturel non nul n,

a+2n a+2n
J cos nx dx = sinnxdx =0,
a a

d+2xn
le second membre se réduit aj Apdx =27nd,. Donc

a

Ay = Zin J " s, | @

Cette intégrale n’est autre que la valeur moyenne de f sur Iintervalle considéré
(voir tome 2).

Calcul de A,. Multiplions les deux membres de (1) par cos px et'intégrons de
adatln:

at2n at2n + o
f f(x) cos px dx = J [AO + 3 (A, cos nx+B, sin nx)Zl cos px dx.

a a n=1
Intervertissons encore les symboles [ et . L’orthogonalité des fonctions sin nx
et cos px pour tout entier naturel », ainsi que celle des fonctions cos nx et cos px
pour tout entier naturel n autre que p, montre que le second membre se réduit au
terme en cos” px, soit

at2n
2 —
J A, cos” pxdx =mnd,.
a

Aux notations prés, pour tout entier naturel non nul »,

1 J‘a+21r (5)

- f(x) cos nx dx.
A

4, =

a

Calcul de B,. Multiplions enfin les deux membres de (1) par sin px. Un calcul
en tous points analogue au précédent montre que le second membre se réduit a

at+2n
J B, sin? px dx = nB,,.

a

Aux notations prés, pour tout entier naturel non nul #,

at+2n N
B, = L J f(x) sin nx dx. ®
A

a

Les coefficients 4,, 4, et B, ainsi obtenus sont appelés coefficients de Fourier
de la fonction périodique f. La série trigonométrique obtenue a partir de ces



134 _ ' Chapitre 9

coefficients est connue sous le nom de série de Fourier de la fonction f. Comme
dans le cas des séries entiéres (voir chap. 8), deux questions se posent :

a) la série de Fourier de f est-elle convergente ?
b) si oui, sa somme est-elle égale a f?

9.4 Théoréme de Lejeune-Dirichlet. Voici sans démonstration un théoréme
assurant ’existence d’un développement en série de Fourier :

Soit f une fonction numérique définie sur R, admettant 2 pour période, contini-
ment dérivable sur le complémentaire d’une partie finie Q de [a, a+27]. On suppose
que f et ' admettent des limites & gauche et des limites a droite en tout point de Q.
Alors la série de Fourier de f converge en tout point x de R; sa somme est égale d

fx+H)+f(x—)

S = LEREIED),

2

Cest-a-dire d la somme des limites & gauche et & droite de f au point x. En parti-
culier, en tout point x oi f est continue,

S(x) =/(x) .
(En effet, dans ce cas les trois nombres f(x), f(x+) et f(x—) sont égaux.)

En outre, si f est continue sur [a, a+ 2], la série de Fourier de f converge absolu-
ment et uniformément vers f. ’

La plupart des fonctions rencontrées dans les problémes courants de la physique
vérifient les conditions de ce théoréme. Nous n’aurons pas de difficultés soulevées
par des questions de convergence.

100 termes

100 termes;

Fic. 9.1

Phénoméne de Gibbs. Nous venons de voir que si f n’est pas continue en un
point x, la somme de sa série de Fourier n’est pas égale & f(x). Représentons f
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par la somme partielle & 1’ordre # de sa série de Fourier :
n
S, (x) = Ag + 21 (4, cos px+ B, sin px).
p=

L’erreur commise est considérable, et elle ne s’atténue pas lorsque n augmente
indéfiniment. Cest le phénoméne de Gibbs.

Sur la figure 9.1 on voit que S, (x) dépasse la valeur 1 prise par f d’environ 189%;
lorsque x est positif et voisin de 0. Si n augmente, ce dépassement ne disparait
pas, mais 1’abscisse du maximum se rapproche de 0.

Ce phénoméne ne se présente pas lorsque f est continfiment dérivable.

9.5 Cas d’une période quelconque. Nous avons examiné jusqu’ici le cas de
fonctions admettant 27 pour période. En physique, on rencontre des fonctions
admettant une période T': pour tout nombre réel ¢,

fe+T) =f().

La variable ¢ représente souvent le temps.
On se raméne au cas de la période 27 grice au changement de variable

T =x[27.

Le nombre w = 27/T s’appelle fréquence fondamentale, ou pulsation angulaire de
récurrence. Les multiples nw de la fréquence fondamentale, oll n > 2, sont appelés
harmoniques.

En acoustique, la fréquence fondamentale représente la hauteur des sons; le
mélange des harmoniques caractérise leur timbre.

On sait qu’on a pu faire I’analyse des sons, et leur synthése, en vue de reconsti-
tuer les différents timbres, ce qui est réalisé dans les orgues électroniques. Ceci est
une preuve a posteriori que la décomposition d’une fonction périodique en série de
Fourier et que ’existence des harmoniques ne sont pas une fiction mathématique.

Contrairement a ce que I’on dit dans le langage courant, le premier harmonique
a une fréquence double du fondamental, le deuxiéme a une fréquence triple, etc.
Mais, cependant, lorsque 1’on parle de « ’harmonique deux » tout le monde com-
prend qu’il s’agit de celui qui a une fréquence double de la fréquence fondamentale,
I’harmonique trois ayant une fréquence triple, etc., I’essentiel est de bien se com-
prendre.

La série de Fourier d’une fonction f admettant T pour période est définie par la
formule

+w

f(t) = Ao + 3. (4, cos nwt+ B, sin nwt), avec w = 2n/T.
n=1
Les coefficients de Fourier sont donnés par les formules

(T
Ay = p L f(dt 4)

T
A, = % J f(t) cos nwtdt neN* (59
0
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T .
B, = 2 J f(®) sin notdt neN*, 6"
T Jo
Bien entendu, lorsque T = 27, on retrouve les formules (4), (5) et (6).

9.6 Calcul pratique des coefficients de Fourier. ILe calcul des coefficients de
Fourier d’une fonction périodique f est généralement long et fastidieux. Il est donc
conseillé d’utiliser chaque fois que cela est possible les remarques suivantes :

a) Cas ot la fonction f est paire. Autrement dit, pour tout nombre réel x,
J(=x)=fx). '

Prenons a = —n. La fonction x t— f(x) sin nx, étant impaire, admet une primitive
paire, dont la variation entre —=n et m est nulle. La formule (6) montre que les
coefficients B, sont nuls. Ainsi,

+ oo

f(x)=4dg+ ; 4, cosnx. )

La série de Fourier d’une fonction paire ne comporte pas de terme en sinus (Fig. 9.2).
On dit que I’on a développé f en série de cosinus. (Réciproquement, on remarquera
que la somme d’une série de cosinus est une fonction paire.)

J fix)

Flxg) = Fi=x,)

F1G. 9.2

De plus, vu la parité de fet de x - f(x) cos nx, les formules (4) et (5) peuvent
encore §’écrire :

4y =1 f”f(x) dx ®
T Jo

A4, = 2 J f(x) cos nx dx neN*, )
nTJo
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b) Cas oi la fonction f est impaire. Autrement dit, pour tout nombre réel x,
fl=x)=—f(x).

Prenons encore a = —n. La fonction x — f(x) cos nx, étant impaire, a une inté-
grale nulle sur [ —=, 7]. Les formules (4) et (5) montrent que, pour tout entier
naturel #n, le coefficient 4, est nul. Ainsi,

+ o
f(x) = 3, B,sinnx. (10)
n=1
La série de Fourier d’une fonction impaire ne comporte pas de terme en cosinus
(Fig. 9.3). On dit que ’on a développé f en série de sinus. (Réciproquement, on
remarquera que la somme d’une série de sinus est une fonction impaire.)

A fix)
=t fl=Xo)
i
1
i % T
A W x
i
i
tl
f(xo) -
A°=An=0
F1G. 9.3

De plus, vu la parité de la fonction x > f(x) sin nx, Ja formule (6) peut encore
s’écrire :

B, = 2 Jnf(x) sin nx dx. (1n
0

[

) Cas oit la fonction f admet = pour période. Autrement dit, pour tout nombre
réel x,

Sx+n)=f(x).
D’aprés la relation de Chasles,

2n k4 2
A, =lj f(x) cos nx dx =1|:J J(x) cos nx dx +j f(x) cos nxdx].
TJO 7 0 T
Posons x = u-+= dans la derniére intégrale. Nous obtenons

Jznf(x) cos nx dx = fnf(u+n) cos n(u+mn)du.
T 0



138 Chapitre 9

Puisque f(u+n) = f(u) et que cos (nu+nmn) = (—1)" cos nu,
fnf(u +m)cosn(u+n)du = J‘nf(u)(~ 1Y’ cosnudu = (—1)" fnf(x)cosnxdx .
-J 0 ° 0 . 0

Finalement,

1
7

A4, = —|:1+(—1)"] J f(x) cos nx dx .
0
Ainsi, pour tout entier naturel p,
2 T
Ay = J- f(x) cos 2px dx et Aypiy =0, (12)
wJo

ce qui signifie qu’il n’y a pas de terme de rang impair dans la série des cosinus.
Effectuons maintenant les mémes calculs sur les coefficients B, :

B, = 1 szf(x) sinnxdx = }-[J‘ﬂf(x)sinnxdx +J2nf(x)sinnxdxj|.
TJo s (4] k14
Posons x =u+mn :
JZﬁf(x) sinnxdx = fnf(uﬂ-n) sinn(u+n)du = (—1)" jnf(zt) sin nu du.
T V] 0

Nous obtenons finalement :
"

B, = L [1+(—1)"]J f(x) sin nx dx.
i

0

Ainsi, pour tout entier naturel p,
2 [ . :
B;, =~ | f(x)sin2pxdx et Bypr1 =0 (13)
TJo

Nous retiendrons donc la régle suivante :

Lorsque f admet © pour période, la série de Fourier de f ne comporte que des
harmoniques de rang pair (Fig. 9.4) :

+ o

J(x)=A,+ Y (Ay,cos2px+B,,sin 2px) (14)

p=1

d) Cas o, pour tout nombre réel x,
fetn)=—f(). s

Le calcul des coefficients de Fourier montre cette fois que, pour tout entier




Séries de Fourier

[

f(x)

i
&3
SE s

Q
X o e e s e
S

Aapi1=B2p41 =0

naturel p,

AZp == sz = 0

FiGc. 94

Agpry = %J f(x)cos 2p+1)x dx
nJo

B2p+1 = "72; jo f(x) Sin (2p+1) X dx

D’ot la régle suivante :

139

(16)

(17

(18)

Lorsque, pour tout nombre réel x, f(x+n) = —f(x), la série de Fourier de f ne

comporte que des harmoniques de rang impair

+ w0
f(x) = Y [Azp+1c0s2p+1)x+B,,,, sin(2p+1)x]
p=0
4 Flx)
! f(;vc)-— ]
! b
]
~7T
sl R
RN x
| |
| |

Fic. 9.5

(19)
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On remarquera que toute fonction f vérifiant la condition (15) admet 27 pour
période. En effet, -

fEx+2n) =" flx+n) =f(x).

Nous allons appliquer la théorie précédente a quelques exemples classiques.

9.7 Fonction en dents de scie triangulaires. Soit f la fonction de période 2=
définie par

J(0) =|x] si xe[—mn,n].
La fonction f est continue sur R, et dérivable si x # kx. De plus, sa dérivée est égale
34 —1sur]—m O0[ et 21 sur]0, n[; elle satisfait évidemment aux hypothéses du
théoréme de Lejeune-Dirichlet, puisqu’elle admet des limites a droite et & gauche
aux points —7, 0 et 7 (Fig. 9.6).

F1G. 9.6

En outre, f est paire. Sa série de Fourier ne comporte donc que des cosinus.
Enfin, pour tout nombre réel x,

Sx+m)—n2=—f(X)+7n/2.

Autrement dit, f—=/2 satisfait 4 la condition (15), ce qui montre que seuls les
termes de rang impair subsistent. Il suffit donc de calculer 4, et 4,,,; 4 ’aide des
formules (8) et (9) :

A0=1J xdx = n/2

T,Jo

A2p+1 = % J‘ X COS(2p+1)x d.x.
nJo
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Intégrons par parties :

Jx cosp+1xdx = i
2p+1

sin(2p+1)x _ 1 jsin(2p+1)x dx
2p+1

1 1
= xsin@p+1)x +-———cos(Zp+1)x.
N 2p+1D TR 2p+1)

2p+ (
D’ol
4
A B e
2ed @p+1)’n
Finalement,
T 4% 1
f()=--—— - cos(2p+1)x.
T pZO 2p+1)?
Calculons des valeurs approchées des premiers coefficients non nuls :
Ay = n[2~ 1,57 valeur moyenne de f;
Ay = —4ln~ -1,27 amplitude de la fondamentale;
Ay = —4/9n~ —0,141  amplitude de I’harmonique trois;

As = —4/25n~ —0,051 amplitude de I’harmonique cing.

A
4 Signal périodique défini par f (x)
34
2,84 4
fondamentale
2 I .
harmonique 3
{ harmonigue s
17+ I S, S
A, =4 :—g—;" s "\_‘O"‘“ il
143 NS
14
03 4
0 7T 27T X

Fic. 9.7
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La figure 9.7 représente les graphes de la fondamentale et des harmoniques trois
et cing.

9.8 Fonction en dents de scie. Soit f la fonction de période T définie par les
formules

f(t)=gf—t si te]~T/J2, T2[ f(T2)=0.

Cette fonction est impaire (Fig. 9.8).

L7 {t)

~

F1G. 9.8

(Remarquons que

f <_71> ) f(g +) +f<—§ —->.

2 2

La série de Fourier converge donc vers f(#) pour tout nombre réel 7, quoique f
ne soit pas continue sur R.) '
La formule (5') s’écrit ici

/2
B,,=if g—gtsinnwtdt.
TJo T

Une intégration par parties montre que

_ 2(__1)n+1
nw

B, E.
Ainsi,
2F t= sin not

fO = -= % (-
T n=1 n
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De manigre plus explicite :

f@® = 2—E[sin wt -%sin 2wt +§sin Jwt+ (=11 sin neot +]
7 n

9.9 Signal rectangulaire. Soit f la fonction impaire de période T définie par
les formules
f@ = %”T——") t—b si te]0, T)2[ f(O)=0

(Fig. 9.9). Dans le cas particulier oll @ = b = E, on obtient un signal rectangulaire
(Fig. 9.10).

A Flt)
b
/ i /
|
| j -
-Tf2 ) ° L 7/2 t
-t
Fic. 9.9
Ag (1)
BE— a3 —
- o
| | ' }
| | ! |
I
] ! ! !
| 17/2 0 \T/2 :T ™y
| ] ] .
! | | !
: | } i
I [
N -E——'——'—" —

Fia. 9.10
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Puisque f est impaire, les coefficients 4, et 4, sont nuls. Le coefficient B, est
donné par la formule (6"), qui s’écrit ici

T/2 .
B, = 4 J <2_(2__a_) t—-b) sin nowt dt.
TJo T

Une intégration par parties conduit aisément 2
2 n
B, = — [(_1) ll—'b] .
nm
Ainsi,
7 2[(~1)" a—b]
)

n== nmw

) = sin not, (20)

formule valable méme lorsque # = kT}2, puisque la valeur de f est la demi-somme-
des limites & gauche et & droite en chaque point de discontinuité.

Dans le cas du signal rectangulaire, cette formule se simplifie considérablement.
En effet, 1a fonction f satisfait alors 4 la condition

fe+T12)=-f1).

Les harmoniques de rang pair disparaissent, ce que 1’on retrouve sur la formule
(20). Il reste

4E 2 sin(p+1) wt

fO=-=13

T p=0 2p +1
9.10 Courant redressé a une alternance. Soit f la fonction de période 27 définie
par les formules
Sx)=sinx si xe[0,n]
=0 si xelm, 2nf.

Cette fonction représente en électricité la forme d’un courant ou d*une tension
sinusoidal redressé & une alternance d’amplitude unité (Fig. 9.11).

8 Flx)

FiG. 9.11
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Calculons les coefficients de Fourier, compte tenu du fait que f est nulle sur
Pintervalle 17, 2x. 1l vient

A0=—-}—J' sin xdx = 1/n
2n Jo

mwJo T 0

A,,=—1—J sinxcosnxdx:-zil:f sin(n+1)xdx——J sin(n——l)xdx].
0

Les sinus admettent pour primitives des cosinus (sauf si #=1, auquel cas la
deuxiéme intégrale est évidemment nulle). On trouve aisément que

2
Ayp = — ———r,
T @pr -1

2p+1 =0.

TJO 0 0

Bn=-1—J sinxsinnxdx--zi[f cos(n—l)xdx—J cos(n-l—l)xdx:l.
n |

Les cosinus admettent pour primitives des sinus (sauf si n=1, auquel cas la
premiére intégrale est évidemment égale & x). On trouve aisément que

B, =1/2 B,=0 sin#1.
En résumé :
f(x) —l+-1~sinx~— Eo———cos2px
2 7 p=1 (4p*—1) '

9.11 Quelques conséquences électriques. Supposons une différence de poten-
tiel alternative non sinusoidale

v=Vo+ Vy sin (wt—@)+ TV, sin Qut—@,)+ Vy sin Gwt—@z)+ ...

appliquée aux bornes d’un circuit comprenant en série une résistance pure R,
un condensateur de capacité C et une bobine dont le coefficient de self-induction
(ou inductance) est L.

Le courant est donc lui-mé&me composé d’harmoniques : chaque harmonique de
tension donnant naissance & un harmonique de courant, mais présentant un
certain déphasage a,; ainsi

i=1Iy+1I; sin (wt—@, —a)+1, sin Qot—@,—a,)
+ I3 sin Bwt—pz—o3)+ ...

avec
IO =0 y
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(5. cause de Cen série qui empéche le passage d’un courant continu en régime établi)

Vi

11 =
VR +(Lo—1/Cw)?
Vs
12 =
JR*+QLw—12Cw)?
I, Ve

\/Rz +(nLow—1/nCew)* .

On en déduit alors les conclusions suivantes, trés importantes:

10 si le circuit ne comprend que des résistances, la forme de la courbe du
courant est la méme que celle de la tension v;

20 la réactance d’inductance étant nLw, il en résulte que, si le circuit ne
comprend pas de condensateurs, les harmoniques sont de plus en plus étouffés,
et la courbe du courant se rapproche davantage d’une sinusoide que celle de la
tension v;

3o la réactance de capacité étant 1/nCow, il en résulte que, si le circuit ne comprend
pas de bobine d’inductance, les harmoniques élevés sont renforcés et la courbe du
courant différe beaucoup d’une sinusoide;

40 le décalage du courant sur la tension est donné par
‘__ nLo—1/nCe

tg o, R

ol n est le rang de I’harmonique. Dong, si # tend vers I'infini, tga, — + oo, et a,
tend vers /2, et les harmoniques élevés tendent a étre en quadrature avec la
tension. II en résulte que la puissance électrique est formée surtout par le terme
fondamental, et un peu par les premiers harmoniques;

50 enfin, si
nLo=1/nCe

il y a résonance sur ’harmonique de rang n, et il y aura surtension, c¢’est-a-dire
que les différences de potentiel aux bornes de L et aux bornes de C seront renfor-
cées. C’est sur ce principe que sont fondés les analyseurs électriques du commerce,
qui permettent de trouver le rang et I’intensité des différents harmoniques d’une
fonction non sinusoidale : en faisant varier C (en le diminuant peu & peu), on se
met en résonance successivement sur les différents harmoniques.

9.12 Forme complexe des séries de Fourier. Nous avons va au n° 9.1 que la
somme d’une série trigonométrique peut s’exprimer sous la forme complexe
suivante :

+ o0
S(x) = 4o+ Y (C,&™+C_,e™ ™).
n=1
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De méme, la série de Fourier d’une fonction f satisfaisant aux conditions du
théoréme de Lejeune-Dirichlet peut se mettre sous la forme complexe en tout
point x ou elle converge. Dans ces conditions, nous pouvons écrire

+ o0

f&x)=4o+ Y, (C,e"™+C_,e7 ™),
n=1

Cn = %(An ""jBn) et C—n = %(An +jBn) .

Nous allons montrer que les coefficients C, et C_, s’expriment simplement en
fonction de f sous la forme d’intégrales, voire plus simplement que les coefficients
A, et B,. Appliquons en effet les formules d’Euler :

1 at+2n 1 at2xn X .
A, =~ J f(x) cos nx dx = o j f(E™+e™ ™) dx
T T

a a

1 a+2m. X 1 a+2n
= x)e"™ dx + —
27 Ja f( ) 27 Ja

f(x)e "™ dx.

De méme :

1 at+2n 1 a+2r X i
B, =~ j f@)sinnxdx = — j JEME™ —e™ ™) dx
3 2jn Ja

a

1 at2n X 1 at2n X
- f Fem™dx — = f Fe ™ dx.
2JTI a 2]7[ a

11 en découle aussitdt que

at2xn

Con= $(4,+]B) = %f £ ™ dx @1
| - |

a

at2zn
C. = H(A—iB) = f—f (e dx. @
T Ja
On remarquera que C_, = C,. Les coefficients de Fourier sous forme complexe
sont donc deux & deux conjugués. De plus, on passe de la formule (21) & la formule
(22) en changeant # en —n. Enfin, lorsqu’on remplace # par 0 dans I’une ou 1’autre
de ces formules, on trouve

1 at+2m
C0=—“‘j f(x)dx=A0.
27n Ja

Ainsi, la formule (21) est valable non seulement pour tout entier naturel non nul
n, mais aussi pour tout entier rationnel n. Il n’y a donc qu’une seule formule a
retenir, au lieu des trois formules (4), (5) et (6). (Cependant, la forme réelle est la
plus simple dans le cas des fonctions paires ou impaires, la moitié des coefficients
étant nuls.)
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En résumé,

f(x) — "f C"ejnx (23)

n= - o0

oii, pour tout entier rationnel »,

a+2n
C, = 1 j fx)e ™ dx. @24)
271 Ja

Le cas d’une fonction de période T se raméne au précédent, grice encore au
changement de variable

t/T=x[27 .
Ainsi,
+w ,
f®= 3% Ce" (25)

ol, pour tout entier rationnel #,
1 [T ;
C,=— f f@®e " dt. (26)
T Jo

Recherche des coefficients de Fourier réels. Dans le cas ol il est nécessaire de
retrouver les coefficients 4,, 4, et B, & partir des coefficients C,, il suffit de
remarquer que

Ao=Cy
An == ZRC(Cn) 3 B" = —ZIm(C,,) .

9.13 Développement complexe de la fonction en dents de scie. Reprenons
I’exemple du n° 9.8. La formule (26) devient

"T/2 2 2E fT/2

1 s "
C, =~ —teT"dt = — te” " dt.
TJ)-12 T T J-71/2
Il est immédiat que C, = 0. Lorsque # est non nul,
- Tz
o 25t e L ]
n .
T? Ljnew n?w® -2

- g_Ez —T e—jan/Z + 21 Ze—janIZ - T ejan/Z - 21 zejan/2>.
T \2jnw n“ow 2jnw n“w

Or, jnw T =jn Z?n_z_’ = jnm; donc e"®T/? = ¢~ T2 — (1", Par suite,

(_1)n+1E

C=—
jnm
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Comme C, =%(4,—]jB,), on retrouve ainsi

_ 2(_1)n+1E
nm ’

A, =0 et B,

9.14 Signal exponentiel. On considére un signal de période T'= 20 défini par

fO=E(1—-e""% si tel0, 6]
=0 si te]0,26f
(Fig. 9.12). 11 n’y a aucune simplification par symétrie ou par parité, et donc aucune
raison de chercher un développement en série de cosinus ou de sinus. Cherchons les
coefficients de Fourier sous la forme complexe :
E

E (° /5
Co=— 1—e ) dt =
0 Tfo( ) 2e

et, sin#0,

= _ll: fe (1_3—1/0) e—jnmt di = _E_'[:_"_:_l_ e*jnmt o+ ______1____ e—(jnuH- I/B)t]e'
T Jo T o

jnw 1/6+jnow

e

FiG. 9.12

Comme jnwl = jn -2—5 6 = jnm, nous voyons que e "% = cos nn = (—1)". 1l vient

aisément

n 1V a1
c, =£[1-(—-1) ¢ 1)e 1}
2 jnm 1+jnm
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soit encore

c, = %[(-—1)" e -1 _J. <nn(—1)"e_1—1 N 1-(-1)’*)]’

14+n?n? 14+nn? nm

ce qui montre que les coefficients de Fourier ne sont pas toujours donnés par
des expressions tres simples.
On en déduit aussitot 4, = C, et, pour tout entier naturel non nul »,
_(=Drei-1 E nn(e“l(—l)"-1)+1—(-1)"]
1+n*n? ’

A,

et B,=E
? [ 1+n*z? nm

9.15 Courant redressé a deux alternances. Pour terminer, nous allons traiter
le probléme suivant :

On considére le circuit électrique de la figure 9.13, attaqué a I’entrée par un signal
sinusoidal u = E sin wt.
D
v

F1G. 9.13

On admet que le transformateur est de rapport 1 et que les diodes D sont
parfaites.

a) Donner I'expression du signal de sortie v en fonction du temps, et construire le
graphe de cette fonction.

b) Déterminer la forme complexe du développement en série de Fourier
de v.

¢) En déduire la forme réelle de ce développement.

a) Le circuit proposé est appelé redresseur & double alternance. Il est fondé sur
la conduction unilatérale des diodes D. Le signal de sortie est

v=E |sin wt], ol w=2xn/T.

La variation de v en fonction du temps est représentée par la figure 9.14.

b) Cette fonction est continue sur R, et continfiment dérivable sur les intervalles
]1—1T/2,0[ et ]0, T/2[. De plus, dv/d¢ admet une limite & gauche et une limite a
droite aux points k7/2. Le théoréme de Lejeune-Dirichlet s’applique, et montre
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~Y

FiG. 9.14

que v est la somme de sa série de Fourier. Or,

E 0 . E T/2 X
Cc == f sin wt e” "' dr + ? J sin ot e " dt

T Jj-12 0
0 jor _ —jor T/2 Jjor - jot
_ _ZEJ‘ eio __? jor e'j"“"dt+£:J‘ glo _"3 jo ——
T J-1/2 2] T Jo 2]
JE 0 jo(1—n) —jo(1 +n)t Tz jw(l—n)t —jo(1-+n)
= T (e —€ ydt — (e —€ )dt |
~-T1/2 0

Lorsque n est différent de 1 et de — 1, les exponentielles admettent pour primitives
des exponentielles :

Je‘"dt = -l—e"’.
a

On trouve aisément que

_2E. 1

C,, =
zp 7r4p—~1

CZp+1 =0.

D’autre part, un calcul direct montre que
Cl == C"'l = O .

-1 2jpot + 2jpot
v==-2—E<1-— > ez - 32 )
i p=—ao4p —~1 p=14p -1

Ainsi,

¢) Pour retrouver la forme trigonométrique de cette série, il suffit de regrouper
les exponentielles conjuguées :

+o _Zjpwt -~ 2jpowt
v=%_lij<1_ze +e )=__<1 220052pwt>

T p=1 4p*—1 p=1 4p*—1
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soit encore
2E
P o= —
T

2 2 2
<1—-—c032a)t——cos4cut—---—— > cos2pcot——--->.
3 15 4p°—1
Nous constatons que la série ne comporte que des termes en cosinus, ce qui était
prévisible puisque la fonction » est paire; d’autre part, il n’existe que des harmoni-
ques de rang pair, ce qui était également prévisible puisque v admet T/2 pour période.

OPERATIONS SUR LES SERIES DE FOURIER

Pour toute fonction périodique f intégrable sur [a, a+2x], nous noterons
A,(), B,(f) et C,(f) les coefficients de Fourier de f.

9.16 Coefficients de Fourier d’une dérivée. Soit f une fonction continiment
dérivable et admettant 27 pour période. Nous allons calculer les coefficients de
Fourier de f’ en fénction de ceux de f:

a+2n .
Ao(f) = 517[ f f'®)dx=%[fla+2n)—f(@)] =0

a

1 a+2n ‘
An(f,);-'”‘f f'(%) cos nx dx.
T Ja
Intégrons par parties, en posant u = cos nx et dv = ' (x)dx; nous obtenons
a+t 2t

A (=L [£(9) cos mxet2e 42 J f(x) sin nx dx.
T T Ja
Puisque f est périodique, il en est de méme de x > f(x) cos nx. La variation de la
quantité entre crochets est donc nulle. Ainsi,

A, (f") =nB,(f).

De méme,
1 at2r

B.(f)=~ Ja”nf’(x) sin nx dx = 1 [f(x) sin nx]2* 2"~ L f f(x) cos nx dx
i T T

a a

= —nd4,(f).

Les coefficients sous la forme complexe s’obtiennent encore i 1’aide d’une
intégration par parties :

1 a+2xn i
Co(f)=— J fi(x) e dx
27

1 ) n atln R
== [f() eIt f fG) e dx.
2 27 Ja
Ainsi,
Cn(,f’) = Jncn(f) .
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En résumé,

4o(f) =0,
A,(f") =nB,(f),
B.(f") = —n4,(f),
C.(f) =inC,(N)=C_.(f).
Dans le cas ot la période n’est pas nécessairement 27, le changement de variable
t|/T = x|27, soit x = wi, conduit &

4o(f)=0,
A4,(f") = noB,(f),
'Bll(f, = ——na)A,,(f) 3
C,(f") =jnaC,(f) .
Si f” satisfait aux conditions du théoréme de Lejeune-Dirichlet,

+ o0

'@ =Y (nwB,(f) cos nwt—nwd,(f) sin nwt).

=1

Or,
O =A4,() + f (4,(f) cos nwt+ B, (f) sin nwt).
n=1

On peut donc dans ce cas dériver terme a terme le développement en série de
Fourier de f pour obtenir celui de f”.

9,17 Coeflicients de Fourier d’une primitive. Soit f une fonction continue
admettant 27 pour période. I n’y a aucune raison pour que les primitives de f
admettent 27 pour période.

Pour qu’il existe une primitive F de f admettant 2z pour période, il faut et il
suffit que la valeur moyenne de f sur une période soit nulle ou, ce qui revient au
méme :

a+2n
J f(x)dx=0.
(Dans ces conditions, toutes les primitives de f admettent 27 pour période.)

Le calcul des coefficients de Fourier de F se déduit de I’étude précédente :
il suffit de remplacer fet ' par F et f, puisque F' =f. On obtient ainsi :

Ao(F) =0,
1
AII(F) = ; Bn(f):

B,(F) = L4,
n

CE = Lco.
jn

QUINET - Mathématiques supérleures., Tome 3 6
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9.18 Coefficients de Fourier d’une translatée. Soient f une fonction de période
27 intégrable sur tout intervalle [a, a+2x] et t un nombre réel. On appelle
translatée de f par t la fonction f, définie par la formule

Six)=f(x—1).

(Fig. 9.15).
YA Courbe représentative de f:
Courbe représentative de f /
/\///\ /
Y ’
/
//
FeiX) =f(x=T) pommmnnn- e
/!
/o
/o
P
L3
0 // (XD"T) /
/
/
-t
B 27T
Fic. 9.15

11 est immédiat que f; est encore de période 2x et intégrable sur [a, a+2x]. Cal-
culons les coefficients de Fourier de f:

1 at2n 1 a+2n
A,,(fr)z—f (%) cos nx dx=——J f(x—1)cos nx dx.
T Ja T ,Ja

Effectuons le changement de variable v = x—7; alors du = dx. Il n’est pas néces-
saire de changer les bornes, puisque P’intégrale d*une fonction périodique sur une
période ne dépend pas de I'intervalle considéré. Donc

a

A () = L Ja”ﬂf(u) cos n(u+17)du
b

1 a+2=n at+2xn
= |:cos nrj f(u) cos nudu—sin mJ f(w) sin nu du].

¥4 a a

Nous voyons ainsi apparaitre les coefficients de Fourier de f. En procédant de la
méme maniére pour B,(f.) et C,(f.), on obtient les formules suivantes :

A, (f)=A,(f) cos nt—B,(f) sinnt,
B, (f) = A,(f) sin nt+ B,(f) cos nt,
Co(f)=e" " C(f) .
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Lorsque la période T n’est pas nécessairement égale a 27, ces formules devien-

nent :
A, (f) = cos nwt A,(f)—sin nwt B,(f),

B,.(f) = cos nwt B,(f)+sin nwt 4,(f),
C,(f)=e " Cu(f) .

ExempLE. Appliquons ces résultats & la fonction g définie par

g(x)=cos x si x e [—n/2, n/2]
={ si xe]n/2,3n/2]
(Fig. 9.16).
4
-71f2 0 f2 " o X
F1c. 9.16

La fonction g est la translatée f.,, du signal redressé & une alternance
(n° 9.10), défini par

f(x)=sinx si x [0, 7]

=0 sixeln 2n[.

Or,

4o(f) =1/n

2

Az, (f) = T ar_Dn Asp41(f)=0

B, (f) =12 B, (f)=0 sins#1.
Donc

A,(g) = A, (f) cos nn[2+ B,(f) sin nn[2 ,
soit

4o(g) =4o(f)=1/m,
A(g) = B(f) = 1]2,
2

e A =0,
(4p2—1)7t 2p+1(9)

Az,(9) = (=1
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D’autre part, puisque g est paire, nous savons d’avance que B,(g) =0.
Finalement :

1 1 2 + 0 (___l)p-i-l
X) =~ + —Cos X + — cos 2px.
9 () T 2 np;1 4p*—1 F

9.19 Opérations linéaires. La linéarité de 1’intégrale montre aussitét que les
coefficients de Fourier dépendent linéairement de la fonction. Plus précisément,
soient f et g deux fonctions de période 27 et intégrables sur [a, a+27], et soient
A et p deux scalaires. Alors

A (M +pg) = A4,(f)+pd,(9),
B,(f+pg) = AB,(f)+uB,(9),
Co(Mf+pg) = 2C,(N)+uC,(9).

Ces formules restent évidemment valables lorsque la période n’est plus nécessaire-
ment 27.

9.20 Produit de convolution. Soient f et g deux fonctions continues de période
27. On appelle produit de convolution de fet de g et on note f * g la fonction définie
par la formule

2n
(Fra) () = = j FG—1)g () dy.
2w Jo

On démontre aisément que le produit de convolution est commutatif :
Srg=gxf.

En outre, f'* g est continue et de période 2z. Les coefficients de Fourier de f* g
sont définis par la formule

1 2n 1 2n i
Co(fxg)=— f [—— f f(x—-y)g(y)dy] e ™ dx.
2n Jo |27 Jo

La théorie des intégrales doubles (voir tome 5) montre que I’on peut intervertir
P’ordre des intégrations :

1 2r 1 2n . X
Ci(frg)=— f g [—- f f(x~y)e"”"dx] dy.
2w Jo 27 Jo

La quantité entre crochets n’est autre que e ™™ C,(f) (voir n° 9.18). Comme
C.,(f) est une constante, 1’intégrale s’écrit

2r
Cu(f+0) = (). 517; f 40"y = C(NG(0).

En résumé, le coefficient de Fourier C, d’un produit de convolution est le
produit des coefficients de Fourier de chacun des facteurs ;

G(f*9)=C(NHCi(9).
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En séparant les parties réelle et imaginaire, nous obtenons

A, f+g]l = %[An(f‘)An(g)—Bn(.f)Bn(g)]a
B,[f* g1 = 3[4,(f). B,(9)+4,(9). B.(f)].

9.21 Egalité de Parseval. Les coefficients de Fourier du produit fg (au sens
ordinaire) ne sont pas liés simplement & ceux de f et de g. Il existe cependant une
relation trés intéressante entre les coefficients de f et de g et ’intégrale du produit
Jg sur une période.

En effet, puisque nous avons supposé f et g continues :

teo . 1 [et2n )
W= % G on G- f F9e- s
*o a+2n
g(x) = =Z_ C.(p ein= ou C.(g) = %5 J g(x)e‘j"’“dx )

Puisque g = g et que C_,(g) = C,(9),

g(x)= Z C—n(g)e_j"x'

n=—aw

Donc
at2n

f(x)( 5 c_,,(g>e-f"x> dx.

n= oo

1 a+2n 1
> L J(x)g(x)dx =5 f

a

Si I’on suppose la série uniformément convergente sur [a, a+2n], nous pouvons
intervertir I’intégration et la sommation :

1 fa+2n

+ o0 at+2n
L rmemar = Y cL@) 1f Fee = dx,

27 Ja n=— oo 27 Ja

soit encore

1 fa+2n

+ o
f@gxdx = ) C,())C-.(9)-

271,‘.,11 n=-—0o

En particulier, si f'=g, nous obtenons I’égalité de Parseval :
1 a+ 2w ' + o
— J [f@FPdx= Y C,(NHC-.(N).
27 Ja n=—o0
Comme C_, = C,, nous pouvons encore écrire
C,C_, =|C,|* = 4(4,+]B,) $(4,—]B,) = (47 +B).
Ainsi, puisque C, = 4,,

+ o + 1 + o0
n=1 n=1

n=—o
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En résumé,

1 a+2x 1 + oo
— J [f()]*dx = A5+ = 3, (A3+B)).
27 Ja 2 n=1

Cette relation est trés importante en physique lors des calculs d’énergie : en
effet, 'intégrale de gauche est la valeur efficace de f, et 1’énergie d’un harmonique
est proportionnelle au carré de son applitude.

APPLICATION A L’ETUDE D’UN SIGNAL
9.22 Notations. Soit f un signal périodique (Fig. 9.17).

it) &

A
\{

0 f ty T Tt

Fia. 9.17

Nous désignerons par

T la période de récurrence;
f» la fréquence de récurrence;
o la pulsation de récurrence :

ow=2nf,=27n|T;
t la durée; ;
o le coefficient d’utilisation, ou facteur de régime :

a=1t/T;
r. le rapport cyclique :
Fe= T/(T— T) s

r; le facteur de forme, c’est-a-dire le rapport entre la valeur efficace et la valeur
moyenne de la fonction pendant une période :

1 T 2 d + 2
Yo T Of @d ¥ |,

rf == = BT

Yo J‘Tf(t) dt CO
0

1
T
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L’analyse d’un signal consiste d’une part a expliciter toutes ces grandeurs et
d’autre part & effectuer le bilan énergétique. A cet effet, il convient de représenter
graphiquement les amplitudes des divers harmoniques.

9.23 Spectre de fréquences. La représentation graphique de la variation de
I’amplitude des harmoniques en fonction de n porte les noms de spectre de
fréquence, de diagramme spectral ou de diagramme de raies. Suivant la forme
adoptée pour les coefficients de Fourier, plusieurs types de présentation sont
possibles.

Ces diagrammes sont trés employés en physique, puisqu’ils relatent les infor-
mations nécessaires pour la définition des fonctions auxquelles ils se rapportent.

On peut représenter séparément les coefficients 4, et B,, surtout lorsque la
fonction f est paire ou impaire (Fig. 9.18).

AAg 48,

0 &)z'wa('ull nw Oc})z"wll" nw

-Ag: Ba
-Aq B3
Fi1c. 9.18
v
A+
i
¥
. A
] 4w. 5w 6w
0 w 2w 3w l nw
~¥
....ys
._y6

FiG. 9.19
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Lorsque f n’est ni paire ni impaire, on préfére tracer un diagramme unique en
adoptant la forme :
+ o0

f® =4, + ), Y, sin(not+9,),
n=i

avec ¥, = +./ A2+ B? (Fig. 9.19).
On trouve parfois en ordonnées Y2, ou encore Y,/Y,, ce qui a I’avantage d’étre
homogéne 4 un nombre.

De méme, en abscisses, on porte indifféremment new, nf,, n ou na.

Dans le cas des coeflicients complexes, on porte le module de C, en ordonnées;
le spectre de fréquences se dessine de part et d’autre de ’axe des ordonnées,
puisque cette fois » appartient & Z et non plus & N (Fig. 9.20).

AlC,l

P

-3w 2w ~w 10 w aw 3w nw

FiG. 9.20

9.24 Courbe enveloppe du spectre. Quel que soit le mode de représentation
choisi, le diagramme de fréquences est discontinu, puisque la variable ne prend

LY

0] W 2w 3w nw

Fig. 9.21
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que des valeurs entiéres (ou multiples d’un méme nombre). En pratique, on essaie
d’interpoler un tel diagramme & I’aide d’une courbe continue, appelée courbe
enveloppe du spectre (Fig. 9.21).

Il existe une infinité de manidres d’interpoler le diagramme des fréquences;
le probléme est de trouver une fonction continue « simple » répondant & la question,
autrement dit une fonction définie par une « formule ».

La connaissance d’une équation d’une courbe enveloppe est trés utile en physi-
que, car elle permet de prévoir I'importance des divers harmoniques et d’avoir une
idée de la rapidité avec laquelle la série de Fourier converge.

ExempLE. Déterminons le diagramme spectral et la courbe enveloppe dans le
cas d’un signal rectangulaire défini par

f)=E site[—1/2, 1/2]

=0 site]t/2, T—/2]
(Fig. 9.22).
Af(t)
E
T —
]
! | i
1 ! 1
( ! 1
i : :
| I i
! | . ! .
12 |0 12 T/ Frle Tt
SO S
Fig. 9.22

Prenons la forme complexe des coefficients de Fourier. Si n # 0,

; /2 i X
Cn — E J‘ e“.mmt dt — E [e‘"Jnmt]r_{%/z
T J-v2 —jnwT

== ——_E [exp (——jn 2__752) —exXp <jn 2—” Z)]
jn2m T2 T2/

Soit encore

E .
C, = —sinnuan,
nn

oll « = t/T. D’autre part, un calcul direct montre que

Co=Ea.
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Dans le cas présent, la courbe enveloppe est en évidence : il suffit de prendre le
graphe de la fonction  définie par
sin x

¥ (x) = Eo sixs#0

x
et prolongée par continuité 4 ’origine :
Y (0) = Eo .
La fonction ¢ : x +— S—%f est souvent utilisée en mathématiques. Son graphe
passe par des maximums et des minimums successifs dont 1’'amplitude diminue et

tend vers 0 (Fig. 9.23).

Ix)= SIn.X
A yix -

1

-3%/;\\ ~371/2 ' R ERN
e '—2’T\i/ ~mf2 |0 72 \i'/zn TN X
FiG. 9.23
\|Chl
[4s4
TN
l L T v L d L4 T L
o}
-377 -277 -7 7 27T 37 X
-3 -2 -1 1 2 3 ne
-e7t[T ~am|T  -27fT 27T anft e7[T nw

FiG. 9.24
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Pour tracer la courbe enveloppe du spectre, il suffit de prendre la valeur absolue
de @ (x) et de la multiplier par Ex (Fig. 9.24).

9.25 Anpalyse d’un signal. L’analyse d’un signal comporte, outre la détermina-
tion des paramétres introduits au n® 9.22, celle de la courbe enveloppe du spectre
de fréquences. On déterminera enfin un nombre fini d’harmoniques (c’est-a-dire
la bande passante) qu’il est nécessaire de transmettre pour que le signal conserve
pratiquement toute son énergie. En effet, un quadripdle ou un amplificateur, si
perfectionné soit-il, ne peut phy51quement posséder une bande passante infinie. 1l
est donc impossible de retrouver 2 la sortie tous les harmoniques du signal donné.

1l o’y a pas de méthode générale valable pour tous les types de signaux; mais
il est souvent possible de mettre & profit I’équation de la courbe enveloppe du
spectre de fréquences. On commencera par repérer les points remarquables de
cette courbe : maximums, minimums, intersections avec 1’axe des abscisses.

9.26 Analyse d’un signal trapézoidal. Considérons la fonction f deﬁme par les
formules

f = BF2 si te[—1/2, —6/2]
t—0
=FE site]—8/2,6/2]
— gz site10/2, 7/21
7—0
=0 site]tf2, T—1/2[
(Fig. 9.25).
AFit)
-‘—-——-0;—»
£

—T:/z 1/ —9i/2 62 :r/z ;‘/2 tf2

\T t
| 0 I
! T | !
b T |

FiG. 9.25

Lorsque 6 = 0, on obtient un signal triangulaire; lorsque 6 = 7, on retrouve le signal
rectangulaire.
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Valeur moyenne. Compte tenu de la symétrie de la courbe par rapport 3 1’axe
Oy, nous obtenons

/2 H2 [
T {Jo a/2 \t—0 T—0

Un calcul élémentaire conduit 2

Uy = Ag = Co = —’j—a(uﬂ),

olta=1t/Tet =0

Valeur efficace. On trouve de méme
J AHdt = — \/a(1+2ﬂ)

Coefficients de Fourier. La fonctmn [ étant paire, il est naturel de prendre la
forme trigonométrique (les coefficients B, étant nuls). Le coefficient 4, ayant déja
été calculé, supposons n # 0. Alors

6/2 Y2 [
A, =2 {~2— [J E cos nwtdt +J‘ < 2E t+ E—) €os nwt dt}}
TlJo 62 \T—8 t—0

4E 2 (72 7 [sinnwt\7?
= [~— [sin not1%* — —=— tcosnwtdt + ——
T t—0J)e2 T—0\ no Jez

2E | . nwb 2 . cos not |12
mr — < §IN ~——— — ——— | [ 81N nwt + +
nm 2 T—0 no o2

T < not nt)}
-+ ~—| sin —— —sin— | .
T—0 2 2

En calculant les valeurs aux bornes, on constate que les termes en sinus se détruisent
deux a deux. Il reste

2E T ( 0 1:)
Ay =—=" €O0s nw — — cos nw — |.
n“n° (t—0) 2 2

p+q in P4

Compte tenu de la relation cos p—cos ¢ = —2 sin == , il vient:

-4E T . [ (9+1:)1t:| . [ <0—-1:>7ti|
4, = simjp|{—|j~|sin|n{—]J-1,
n*zn? (t—0) T )2 T/2

c’est-a-dire

A, = 48 sin [rm(oc—i—oc ):I sin [nn(oc—cx ):] ,
n?r?(a—a’) 2 2

avec o’ = 0/T.
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Nous nous contenterons de chercher la courbe enveloppe du spectre des fré-
quences dans les deux cas particuliers qui vont suivre.

9.27 Analyse d’un signal rectangulaire. Envisageons le cas ol §= 1. Nous
retrouvons le signal rectangulaire déja rencontré au n°® 9.9. Les résultats ci-
dessus se spécialisent en les suivants :

Valeur moyenne : Ay = ak.
Valeur efficace :  u,g=E \Ja.
Facteur de forme : rp=1/\/u.

Série de Fourier. Si a=c', I’expression précédente n’a pas de sens, car le

dénominateur s’annule. Mais nous avons déja calculé les coefficients de Fourier de

fsous la forme complexe au n° 9.24. En séparant la partie réelle et la partie imagi-
naire, nous obtenons

2E
A, = ——I::sm now.
nn

Le développement en série de Fourier est donc

*® 9E sin nost

f@® = oE + ) “—————cos nwt.
n=1 nmw
11 est souvent plus commode de présenter cette série sous la forme
+oo 3 .
sin
ft) = Ea [1 +2 Y T o5 nwt],
n=1 NI .

car elle se préte mieux & I’étude de la courbe enveloppe.

Spectre de fréquence. Comme dans le cas des coefficients complexes, une
équation d’une courbe enveloppe est en évidence : il suffit de prendre cette fois

sin x

Y(x) = 2En si x>0

¥ (0) = 2Eux.
Dans le cas présent, la courbe enveloppe est définie seulement pour x positif
(Fig. 9.26).

La courbe enveloppe coupe 1’axe des abscisses chaque fois que x est un multiple
de 7. Le premier point est obtenu lorsque x =7. Supposons pour simplifier
que 1/o soit un entier ny. L’intervalle [0, 1] de I’axe des abscisses contient alors les
n, premiers harmoniques, et la bande passante nécessaire a la retransmission de ces
harmoniques est

AF=1p =
04

& |

Nous aboutissons déja & une conclusion intéressante, qui montre que la bande
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|
!
*—AF= g

Fic. 9.26

passante nécessaire 4 la retransmission des 1/o premiers harmoniques est égale 2
Pinverse de la durée d’un signal rectangulaire.

Il reste maintenant & trouver un moyen permettant de voir si ce nombre 1/o
d’harmoniques est pratiquement suffisant.

Une méthode classique consiste & calculer le rapport entre 1’énergie totale
fournie par I’ensemble infini des composantes du spectre et celle qui est fournie
par les n, premiers harmoniques. Pour déterminer ce rapport, il est théoriquement
possible d’utiliser 1’égalité de Parseval, mais la détermination de la somme des
séries qu’elle met en évidence présente des difficultés. Aussi est-il préférable dans
la plupart des cas d’assimiler le spectre discontinu & sa courbe enveloppe, et de
calculer Iénergie que fournirait un signal équivalent 2 cette courbe enveloppe dans
les intervalles [0, n] et [0, 4 co[. Les résultats ainsi obtenus sont bien entendu
différents des énergies réelles, mais leur rapport est sensiblement le méme que celui
des énergies cherchées.

Comme 1’énergie fournie par un signal f est proportionnelle & I’intégrale de son
carré, ’énergie totale depuis 0 jusqu’a + oo que fournirait la courbe enveloppe est
proportionnelle A ’intégrale

+tw [ 2
J‘ (sm x) dx
(] X

Dans les mémes conditions, 1’énergie fournie par les 1/o premiers harmoniques
est proportionnelle 2

T /o3 2
f (sm x) dx ,
[ X

puisque x = 1t lorsque n = 1/a.
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Le probléme est donc ramené 2 celui de 'intégrale
¥ (sin x\?
J(») =f (———-> dx.
o\ x
Intégrons par parties en posant # = sin® x et dv = dx/x* :

J() = [_ sin? x]’_}_f”sin 2x dx.
x o Jo x

Posons enfin 2x = ¢ dans la derniére intégrale. Comme (sin” x)/x tend vers 0
avec x, il vient

.2 2y 2
J(y)z__sm y+J' Smtdt.
y

0 t

Le calcul de cette intégrale ne peut se faire avec I’aide des fonctions élémentaires
étudiées au tome 2; c’est pourquoi 1’on introduit une nouvelle fonction, appelée
sinus intégral, définie par

Si (%) =J0 S—“-t‘-—tdt.

La variation de' cette fonction est représentée figure 9.27. On démontre par des
méthodes non élémentaires que

Si (+00) = lim Si(x) = n/2 ~ 1,570.

x-++ o

45i(x)

7t/2)

1 1B A

)
><'

27T 37T 4

Fic. 9.27

Ainsi,
J(n) =Si 2n) =~ 1,418

(valeur donnée par une table de la fonction sinus intégral). Le rapport entre
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I’énergie totale W et I'énergie fournie par les 1/x premiers harmoniques est donc
égal &

Wr _ Si(+00) 1,570

Wy SiQ2n) 1,418

d’ott

1,418
Wi~ We 0,9 Wi,
e 1570 " T

Par conséquent, les 1/a premiers harmoniques d*un signal rectangulaire fournis-
sent 90 % de I’énergie totale.

Il n’est donc pratiquement pas rentable de prévoir une bande passante supérieure
a AF = 1/7 pour les circuits ou appareils destinés & recevoir ce signal. Il est sous-
entendu ici que nous n’avons envisagé que 1’aspect énergétique du probléme et
que si la retransmission de la forme exacte du signal importe, comme par exemple
dans les amplificateurs d’oscilloscope ou en télévision, une étude plus spécialisée
de la question montrerait qu’il est nécessaire de ‘multiplier cette bande passante
AF par un coefficient égal ou supérieur & 10. C’est un des grands problémes de
«l’électronique rapide ».

9.28 Analyse d’un signal triangulaire.  Si nous prenons 0 = 0, nous obtenons
le signal triangulaire de la figure 9.28. '

Arit)
E

/2 0 Tk T t
FiG. 9.28

Comme 6 est nul, il en est de méme de . On trouve successivement :

Eo
Uy = -—2- (valeur moyenne);

Uee = E.Ju/\/3 (valeur efficace);

B, =0, car la fonction est paire;
4Ea .
4, = —5—— sin? nam/2.

nnTa
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D’otu le développement de f en série de Fourier :

+ow .2
S = Ea B—H’r Mcos na)t]

=1 n?rla?

Pour obtenir la courbe enveloppe du spectre, écrivons A4, sous la forme
sin? nom/2
n*n?a®/4

On peut donc prendre pour courbe enveloppe le graphe de la fonction

: 2
sin x
xHEoc(-———— ,
x

lequel se déduit aisément de celui de la fonction x — Smx (Fig. 9.29).
x

A, = Ea

\An.

Ea

ny

M?‘mzaﬂ x
1 2 3 4

R AF:i/T -

|
I
|
]
1
|
1

Fic. 9.29

Si nous comparons le spectre du signal triangulaire avec celui du signal rectan-
gulaire, nous constatons que dans I’intervalle de fréquences défini par 4AF = 1/z,
les 1/o premiers harmoniques fournissent une énergie supérieure & celle produite
par les harmoniques de mémes rangs du signal rectangulaire.

9.29 Analyse d’un signal en impulsion sinusoidale. Soit fla fonction périodique
définie par

f@® = 5 (cos wt—cos wt[2) site[—1/2, 1/2]
1—cos wt/2 . .
=0 site]t/2, T—1/2]
(Fig. 9.30).
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flt)
E
-1/2 0 1 R "t
!
S S—
.
F1c. 9.30

Pour alléger les notations, posons wt = x. La quantité 6 = w1/2 est alors appelée
angle de passage du signal. Effectuons un changement de coordonnées tel que le
signal ait pour équation ¥ = 4 cos X (Fig. 9.31).

Y]
) S
E
A -
8l o 0 X
e O *\mk 7 27t X

Fic. 9.31

Les coordonnées du point O dans le nouveau repére sont (0, 4 cos ). Le point P
a pour anciennes coordonnées (8, 0) et pour nouvelles coordonnées (X, 4 cos X,).
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Les formules de changement de coordonnées sont

x=X, y—'——'Y"“Yo.
Ainsi, y = 4 cos X— 4 cos 0, olt A = A cos 0+ E; ceci implique que
__E
1—cos 8

Par suite, le signal est représenté par

fx) =

(cos x—cos 8) sixe[—80,0]
1—cos@

=0 sixe]f,2n—0[.
Calculons maintenant les coefficients de Fourier de f':
[
AO = ‘1“
2n J~¢1—cosf

_ _1? (sin 60 cos 9) _ E (sin O — 07T COS om)
4 1—cos @ s 1—cosan '

Les coefficients B,; sont nuls puisque la fonction est paire :

(cos x—cos §)dx

) 0 , [}
4, = 1 f f(x) cos nxdx = 1 j f(x) cos nxdx +J f(x) cos nxdx.
T J-0 T J -0 0

Si I’on pose x = —u la premiére intégrale s’écrit :

Jof(—u) cos (—nu)(—du) = —Jof(u) cos nudu =J8f(x) cos nxdx ;
[} [} 0

par conséquent :

2 [?
A, = -—f f(x) cos nx dx
T Jo

2E o
4, = ———— | (cos x—cos §) cos nx dx
n(l—cosB) Jo

2E 16
- 22 st Dxreon - dcos [

0

]

cos nx dx] .

Il s’ensuit que

E

LT (1 —cos )

[6—sin 8 cos 6],
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et que, sin#1,

_ Eo <sin (n=Dar _sin(n+1) om)
" n(l—cos an) (n—Dan (n+Dan /)

Cas particulier ol1 T = T|2. On retrouve alors le signal redressé a une alternance
(n° 9.10).
Pour déterminer la courbe enveloppe, écrivons 4, sous la forme suivante :
E sin(n—1)xn/2
n+l (n—Dm2

La courbe enveloppe est donc le graphe de la fonction

Enr sinx

l//:xl—-)Z(x—i—n) X

(On remarquera que lim i/ (x) = E/2 = 4, .) La courbe enveloppe du spectre oscille

x=0
autour de I’axe des abscisses, mais décroit plus vite que celle du signal rectangu-
laire (Fig. 9.32).

|

An
Ay
E/Z' //r-r\\
/ N A
3£/ X
/ \
/ \
/ \
\
\
\
\ w Hs_ 8o
N0 T, =T
O w 2w \J Jsw sw  ~de— nw
2Ef st s 3
Ag

Fic. 9.32



9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

EXERCICES

Développer en série de Fourier les fonctions suivantes :

f de période 27
fQx) = xfm+1 si x€]0, wf
= —x[T si xe]m, 2nf

FO) = ~1/2 f(m)=1/2.

fimpaire de période 27 :
f(x)=x(n—x) si x€[0, ]

f de période 27 :
flx) = ¢ si x€[0, 27
f de période 27 :
f) = x* si xe[—m, 7]

f paire de période 2n:

fx)y= -1 si x€10, 7/3[
=0 si xe€ln/3, 2n/3]
=1 si xel2n/3, n]

fm3) = ~1/2 fQ=n/3)=1/2.

fimpaire de période 27 :

f(x)=x si x€e[0, 7/3]
= /3 si xe]mn/3, 27/3[
= X si xe[2n/3, ©].
S de période 27 :

f{x) = cos px sixe[—m, nl, ol peR—Z.

Soit fla fonction de période 2n définie par
f(x) =shx sixe]l—mn, w[ et f(m)=0.
Déterminer la série de Fourier de f; calculer sa somme au point 7.

Soit fla fonction de période 27 définie par
fix =%x sixe]—m, Of fx)=v si xe[0, n].

Calculer les coefficients de Fourier de f. Si V= 10v, calculer ’amplitude de I’har-
monique de rang 3.

Soit le signal de période T défini par

f@) =m si £e[0, 8]
mb .
= m(t"T) si 110, T1,

ot m>0, 6¢[0, TI.

a) Construire le graphe de f.

b) Calculer les coefficients de Fourier de f sous forme réelle et sous forme complexe.
¢) Calculer |C,|.

d) Lorsque m=1 et que 0 = T2, calculer Pamplitude de I’harmonique de rang 2.
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9.11 Soit fla fonction impaire de période 2x définie par
) = —x*+7x si x€[0, 7].
a) Construire le graphe de f.
b) Déterminer le développement de fen série de Fourier.
c) En déduire la somme de la série de terme général ((—1)?/2p+1)%). (On rem-
placera x par 7/2.)

9.12 Soit fla fonction de période 2n définie par
) = x+x? si x€[0, 2z[.
a) Construire le graphe de f.
b) Déterminer le développement de f en série de Fourier.
¢) En déduire la somme de la série de Riemann alternée de terme général
((—1"*/n?). (On remplacera x par 7.)
d) Calculer de méme la somme de la série de Riemann de terme général (1/n?).

9.13 Soit fla fonction de période T dont le graphe est représenté ci-dessous :

L 71t)

[V Spp—

viak—f-

! |
| !
\ 0 ; /4 .: 72 ot
~7/2\ ~-71/3 -1/6 72 7/6 " 1/3 57/12\
! 1

RS KPR ...

|
|
5
_—-—] -
|
|
|
!
1

roo
i

i ' 1-u/2
| I

{ I

] ]

i 1

\ 1

S

F1G. 9.33

On attaque le circuit suivant, dans lequel les diodes sont supposées parfaites, par un
générateur délivrant la fonction u = f(¢):

v=0(1)

© AN

—f
K e X
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9.14

9.15

a) Construire le graphe du signal de sortie v = @ (¢).
b) Calculer les coefficients de Fourier de ¢.
¢) Calculer I'amplitude de ’harmonique de rang 3.

On attaque le circuit suivant par u= Ucos wt=/f(t), ou U désigne Pamplitude
du signal et ou E= UJ2:.

i

u=flt)
[ J E =

FiG. 9.35

K . XK

a) Construire le graphe du signal de sortie v = @ ().

b) Calculer les coefficients de Fourier de ¢.

¢) Calculer Pamplitude de la fondamentale en fonction de U.

d) Si U= 100 volts, calculer la valeur efficace de la fondamentale.

On considére un générateur délivrant une tension de période T définie par
f®O=E si te[ — T3, T]3]
= —E site]T/3, 27/3[.
a) Construire le graphe de f.
b) Déterminer le développement de fen série de Fourier.
¢) On applique ce signal 4 I’entrée du circuit ci-dessous :

I

U=f(t) R

b e 4
P e — 4

Fic. 9.36

Déterminer la série de Fourier du signal de sortie v = ¢(f).

9.16 On considére un générateur de tension délivrant un signal de période T défini par

f() = —10Uexp (—1/8,) si €0, 277/3]
= 10Uexp (—¢/8,) site]2T)3, T1.
a) Construire le graphe de f.
b) Sachant que la tangente au point (0, —10U) a pour équation

t
y = 10U(3— -—1>
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calculer P’énergie dissipée dans la résistance R du circuit ci-dessous :

K o
e R

Fia. 9.37

¢) Déterminer les coefficients de Fourier de ¢.

9.17 On considére le signal défini par la figure ci-dessous :

A
ft)
L E
&2 —
=772 3778 —7)8 |0 178 37813 0
Fic. 9.38

a) Calculer la valeur efficace de ce signal.
b) Comparer son énergie avec celle qui est contenue dans la fondamentale et dans

Pharmonique 3.




CHAPITRE 10
TRANSFORMATION DE FOURIER

10.1 Equations de convolution. Nous venons de voir qu’une fonction pério-
dique f peut &tre représentée comme la somme d’une série trigonométrique :

+ o0
@)= Y Clnem.
Rappelons que les coefficients d'un produit de convolution f+ g sont liés simple-
ment & ceux de chacun des facteurs :

C,(f*9) = C,(/))Cu(9).

Soient maintenant a et b deux fonctions données de période T. Considérons
I’équation de convolution '

axf=b,

ot f est une fonction périodique inconnue. D’aprés ce qui précéde, les coefficients
de Fourier de f sont nécessairement définis par

C.@C,(N)=C®).

Pour résoudre les équations de convolution dans le cas des fonctions non
nécessairement périodiques, on est amené & associer & toute fonction non plus une
série trigonométrique, mais une intégrale. Nous allons indiquer comment s’intro-
duit cette intégrale, a I’aide d’un passage 2 la limite.

10.2 Transformation de Fourier. Soit f une fonction a valeurs complexes
sur un intervalle [ — 7/2, T/2[. Nous pouvons considérer f comme la restriction a
cet intervalle d’une fonction définie sur R de période 7. Examinons ce que devient
le développement en série de Fourier de f lorsque T tend vers - co.

Posons @ =2x/T et utilisons la forme complexe de la série de Fourier de 1 :

n=—o

+ oo i 1 T/2 .
fO= Y CNHe", ot  C(f)= _J fx)e ¥ dx. (1)
T J-12

Considérons un intervalle de faible longueur [y, y+4 y]l. Les valeurs de n pour
lesquelles nw =rn.2xn/T appartient & cet intervalle sont environ au nombre de
(T]27) 4y. Le paquet de termes correspondant,

Cu(f) ™,

no ey, y+4y]
peut approximativement s’écrire

1 1 [T . 1 o [T1? :
— TAye”™ — f fO)e ™ dx = — Aye”"f fx)e ™ dx.
27 T J-1/2 2z ~T/2
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Comme T est trés grand, nous pouvons remplacer cette intégrale par
+ i
J f(x)e ¥ dx
~a
(en supposant que cette derniére intégrale est convergente).

Enfin, la somme (1) peut s’écrire comme somme de tous les paquets correspon-
dant & des intervalles de longueur 4y mis bout & bout. Nous obtenons ainsi la formule

10 =32 |

Faisons enfin tendre Ay vers 0; il vient

f(x)e ¥ dx.

+ oo

o = 2{;] S dy,  on f0) =f_°°f(x) edx. ()

-

La série de Fourier (1) est donc remplacée par I’intégrale de la fonction f.
En résumsé,

0=2 [ o[ T
27 J - -0

10.3 Formules de réciprocité de Fourier. Les considérations précédentes
conduisent & poser la définition ci-dessous :

Soit f une fonction définie sur R A valeurs complexes, dont ’intégrale sur
]—o0, + o0 est absolument convergente. On appelle transformée de Fourier
de f; et on note f, ou encore &7, la fonction définie par

f(y)=f fGx)e™™dx,| yeR. ©)

Lalinéarité de 1’intégration montre que la transformation de Fourier est linéaire :
F(of +Bg) =0 Ff+BFg.

Nous admettrons le théoréeme fondamental suivant :

Soit t un nombre réel. On suppose que f admet une limite d gauche f(t—) et une
limite a droite f(t+) au point t, et que les restrictions de f a1 — o0, t] et d 1, + 0]
se prolongent en des fonctions dérivables au point t (I'une 4@ gauche et autre d
droite). Alors, si intégrale de f(y)e’® sur 1 — oo, + o[ est convergente,

t+)+f(t— 1 [*e ;
LEDHED) _ L7 pyy e ay. @
2 27 J~w
En particulier, lorsque f est continue au point t,
1 + o0 3
fl) =~ S e dy 3
TJ—w

Soit encore

1 + + .
J@ =— j dyj fO)e”t™? dx. ©)
21 J-w -
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10.4 Exemples
1. Soit f'la fonction définie par

flH)=e™™ sit=0
=0 siz<0,

oit o est un nombre réel strictement positif (Fig. 10.1).

flt)a

Fic. 10.1

Déterminons la transformée de Fourier de f:

‘oo » + oo +o
O T IO T
- 0 1]
[ [e—(a'*”jy)x]g-oo'
a+jy

Comme e~ @+ = g7%*¢~ % tend vers 0 lorsque x tend vers + o,

1 o—jy

atijy o4y

FfQy) =

2. Considérons une impulsion rectangulaire isolée, définie par

SO =E site]—1/2, 7/2]

=0 sit< ~t/2out>1/2
(Fig. 10.2).
La transformée de Fourier de f est définie par
+ 0 . /2 . E X .
Ff(y) =J f(e > dat =J Ee ™™ dt = — (e'””z——e”"/z)
- ~t/2 -]y

2E ejytIZ — e-jyr/2

y 2j

» 2
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FiG. 10.2

soit encore, d’aprés les formules d’Euler :
sin yz/2
w2

La courbe représentative de la transformée d’un signal rectangulaire ressemble
donc a la courbe enveloppe du spectre de fréquence établie au chapitre 9 (Fig. 10.3).

Ff(y) = Ex

b fly)
£t
N N
-47!/7:\]27,:/’[ 0 27C/TU7K/T Ny
Fic. 10.3

10.5 Cas des fonctions paires ou impaires. Remplacons dans la formule (3)
P’exponentielle complexe par des fonctions circulaires :

*+ 0

Ff(y) = fx)e ¥ dx = J+wf(x)(cos yx—jsin yx) dx.

Si f est paire, c’est-a-dire si f(— x) = f(x), le changement de x en —x montre que

[+

Ff(y) = f(x)cosyxdx-}-jjmf(x)sinyxdx.

o

Toatax
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En ajoutant membre 4 membre, nous obtenons
+ o0 + o0
F () =J f(x) cos yx dx =2J f(x) cos yx dx.
-0 0
De méme, si f est impaire, ¢’est-a-dire si f(—x) = —f(x), il reste

+ o
Ff(y) = —ZjJ f(x) sin yx dx.
]
Les formules de réciprocité de Fourier se simplifient également :
— si f est paire,
1 + o0 '
f@ = - L F f(y) cos yt dy;

— si f est impaire,

£t) = i f 0 " #1(y)sin yt dy.

OPERATIONS SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER
10.6 Premiéres opérations. Voici quelques résultats élémentaires permettant
de simplifier Ta recherche des transformées de Fourier :

Dérivation. Soit f une fonction continfiment dérivable sur R, intégrable sur
R ainsi que sa dérivée. Alors

+ oo )
Ff'(») ==J fi(x)e ™ dx.
“ -
Intégrons par parties en posant ¥ = e™#* et dv = f” (x)dx. Nous obtenons aussitdt
Ff ) =yFf0) .
Translation. Soit'7 un nombre réel. Posons

S =flx—1).
Alors

FLO) = f " i) e ax.
Le changement de variable u = x—1 conduit &
Ffy) = e " F ().
ExempLE. Considérons la fonction g définie par
g(O)=E si te[0, 7]
=0 sit<Qout>r«
(Fig. 10.4).
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Ag(r)

E-—-uua——n—‘
B
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I
I
|
|
T

F1G. 104

Pour calculer la transformée de Fourier de g, nous pouvons remarquer que cette
fonction est la translatée par t/2 de I'impulsion symétrique (n°® 10.4). Or,

,g’f_f(y) = E1 w‘ = ‘}-F— (e_jyflz,_‘ejyt’/l) .
yT/2 y
Donc

.%“'g(y) = e~jyr/2 J;E (e-jyr/Z__ejyr/Z) = 3_1_3_ (e_jy’-l) .
y

Homothétie. Soit k& un nombre réel strictement positif. Posons
S () =f(kx) .
Alors
+ o .
Z 1) = J‘ Skx)e ™ dx.

Le changement de variable « = kx montre que
1
F () = T Filk).

Cette relation est souvent utilisée dans le cas d’un changement d’unité.

10.7 Produit de convolution. Dans le cas de fonctions non nécessairement
périodiques, il faut modifier le point de vue adopté au chapitre 9.

On appelle produit de convolution de deux fonctions f et g la fonction fx* g
définie sur R par I'intégrale (si elle converge!)

(f+g)(®) =J_wf(x—t)g(r) dt.
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Cherchons la transformée de Fourier de f+ g :
+ o0 X +
F(fxg)(») =j e U fx—0g@® dt] dx.

Admettons que ’on puisse intervertir ’ordre des intégrations (voir tome 4) :

F(f+0) = f _w[ f e dx]g(t) dt.

Or, la quantité entre crochets n’est autre que la transformée de Fourier de la
translatée f; de f par ¢; elle est donc égale & e ™' Ff(y). Il reste

F10) f g dt = 1) F90).

En résumé,
F(+g)=F N F@.

La transformée de Fourier d’un produit de convolution est égale au produit des
transformées de Fourier de chaque facteur. '

Ainsi, pour résoudre I’équation de convolution
axf=b,

oll a et b sont des fonctions données et f une fonction inconnue, on commencera
par écrire

FaFf=Fb.

D’ou
Ff=Fb|Fa.

On obtient finalement f en appliquant les formules de réciprocité de Fourier.

10.8 Produit. La transformée de Fourier d’un produit (ordinaire) s’exprime
simplement & I’aide du produit de convolution des transformées de Fourier de
chaque facteur. En effet,

Fom =" o-ne0a.
Donc

sdeom =L [T r0-000 e ay

i

=_1__j mg(t)dtJ " fy—1 e dy.
27 J-w — o
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Posons u=y—¢; d’olt dy = du et y = u+¢. Il vient

g;'-l(f* ﬁ)(x) = Ziﬂ j- N ﬁ(t) dtj~ wf’(u) eixw+D du

i + o0 . + A
- j 4@ & dtj Fw) ™ du.
T J—w —w

Il ne s’agit plus cette fois de deux intégrales successives, mais du produit de deux
intégrales. Au facteur 1/2x prés, nous retrouvons les antécédents de f et de g,
c’est-a-dire fet g :

FHI*D) = 22F T () FT4(x) = 2mf(x) 9 (x).

Finalement,

FU) = - Ffs 7.
2n

10.9 Egalité de Parseval. Comme dans le cas des séries de Fourier, on peut
encore écrire une égalité de Parseval, reliant ’intégrale du carré de f & celle du
carré de Zf. En effet, soient f et g deux fonctions & valeurs complexes telles que
I'intégrale de fg sur ] — oo, + oo soit convergente. D’aprés la formule de récipro-
cité,

+ow 1 + towo R
f f(x)g(x) dx = P f f(x) dxf g(y)e ~dy.
Intervertissons 'ordre des intégrations :

f wf(x)é“(?)dx=—1—f wﬁﬁdyf wf(x)e"f"ydx=if " 10)30) dy
] 27 J-w - 21 ) - .

(égalité de Plancherel).
En particulier, si f=g,

+ + o0
f P dx = 2 f HORE
] 275 - o0

(égalité de Parseval).



SOLUTIONS DES EXERCICES

CHAPITRE 1

Changement de variable
1.1 On pose e*=u; e*dx=du:

I = Jcosudu = sin u = sin e*.

1.2 On pose In x =u; dx/x=du:

4
I =Ju3du = ‘-;«—-..-. (In x)*.

1.3 Onposelnx=u, dx/x=du:

I=| % —mi+u =nji+nx.
J 1+u

14 Onposelnx=u, dx/x=du:
I =1 cosudu = sinu = sin(In x).

o

1.5 On poseln x=u, dx/x =du :

I= fa—%;ﬁ = Arcsinu = Arcsin(In x).
—u

1.6 On pose cos 2x =1, —2sin2xdx=du:
= ——1—Ju3du = -—-lu"' = ——icos"'Zx.
2 8 3
Intégration par parties
. 1 .
1.7 I = J xsinx cosxdx = :2- J xsin 2xdx;
x = u, du = dx:
. 1 -
sin 2xdx = dv, v = —ECOS 2x

QUINET — Mathématigues supérieures. Tome 3



186 Solutions des exercices

21 = uv—J‘ vdu

i

—lxcoszx%—l‘fcostdx
2 2

——lxc052x+1sin2x.
2 4

I = —lx0052x+lsin2x.
4 8

18 u=1Inx du = dx/x:

x"dx = do, v =x""1(n+1)

I = uv—f vdu
n+1 n n+1
=% lnx——f X dx=x (lnx—--—1—>.
n+1 n+1 n+1 n+1

1.9 (Inx)*=u, du =2 Inx dx
x

x*dx = do, v=x°/5

I= lxs(lnx)z—g f x*In xdx
5 5

1

x°(In x)* — ~2—x5 Inx + 2 f x*dx
25 25

’ 5
== m[(lnx)z—glnx—&—-z—}.
5 5 25

(&)

®

5

110 I —%—cost—}-ng"' cos 2x dx

I

5 5x4

= ——x—cos2x+—~sin2x——%qJx3sin2xdx
2 4 4

5 4. 3 2
5 .
—%c052x+—£—51n2x+ cos 2x —

sin 2x—

120 x

cos 2x + —1-2—(-) sin 2x
64
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5 4 3 2

=—E—c082x+§1—sin2x+5—x—0082x— sin 2x —
2 4 2

-15—xcos,2x+~1-§sin2x.
4 8

Fonctions rationnelles

a1 2o L

X+1 X+1

I= de—l—J——c—l—{— = x-In|x+1].
x+1

1 1 1
—X2_X+2 3(X+2) 3(xX-1)

1f dx 1 dx 1
J=-| ——-| ——=Z=In
3)x+2 3J)x-1 3

1.12

x+2

x—1]

1.13

X*+X+1 _ 3+./5 3—-/5
1—

T ) o)

2

X = e

‘I=x+3+\/51n[x-1+*/5,—3”*/ -

gln
J5 2 |75

1—/5
7 |

1.14 On pose x* =u, d’ou 2xdx=du et

1 u 1 du 1 du 1 1 1
I=- sdu = = — s =-Inju+ll+-—:,
2J w+l) 2Ju+l 2) (w+l) 2 2u+l

I==—1~1n(x2+1)+ 5 .
2 2(x*+1)

1.15 On pose u = x?*, d’ott dx/x =% (dufu) et

1 du 1
I=-]———=-In
2J u+1) 2

2
I=lln X .
2 x*+1

u

u+1

2
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Solutions des exercices

derlax vl

1.16 On pose x*+1=u, d’ott 2xdx =du et
1__1]”—1(1 _Llypdw 1fpdu 1 1.
2) W 2) u 2] 48 2u  4u?’
_ 2%+
4(x2+1)*
1.17 On emploie le méme changement de variable :
12
I=lj(u 31) du=EJ‘(—1~-—%'—I———13—>du=11n]u]+1--—1—3;
2 u 2 u u u 2 u 4u
1 1
= —In(x*+1) + 5— — 21 -
2 X1 A(P+1)
2
g X+2_ 1
X*—1 X-1 X>4+X+1
I=f dx —J‘ dxz =1nlx—1l—-—-2_-Arctgg3—ﬂ.
x—1 ) (e+1/2)2+3/4 J3 J3
119 (1+X?)? =4+8(X~D+8(X—1)2+4(X - 1)*+ (X - 1)*
4 8 8 4 1
= =+ s <+ — + 5 [dx
(x-1)° (x-1)° - (x-1)° -1
_ 4 _ 2 _ 8 _ 2 _ 1
5x=1° (x-D* 3x-1)° x-1)? x—1
2
120 2X=XH2_ v g3 L
2X-3 2X-3/2
2
I=J(x+1)dx+§f & X el x-?’-l.
2J x-32 2 2 2
2
1.21 X 1 2

= -} .
X*4+X* -2 3(X%-1) 3(X%+2)

(11 est inutile de décomposer 1/(X%—1) en éléments simples, car on est déja ramené
au tableau des primitives.)

I= ——llnllic +%Arctg

6 1—x

=

Totax
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1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

On pose x% =u, d’oit 2xdx =du et

1=1J~£1_;
2) ur—u-2

1 —
S = — 1 + 1 .D’oﬁI=—1~1n2——2.
X*—-X-2 3(X+1) 3(X-2) u+l
2_.
I=1m = 2!.
6 x“+1

X2 1 (b2 _a >
(X2 +a®) (X2+b)) b2—a® \X*+b* X*+a*/
I= —l;?l——z(b Arc tg x/b—a Arc tg x/a) .

-—a

On pose x* = u, d’olt du =3x?dx;
8f duw _ 4 1 4 1
3) w+2)> 3 (u+2)> 3(x*+2)7

I =

1 __1(1 3 1)
x*—1 2\X*-1 X’+1)

J‘ [ x X 1 1 ]
I = — + — dx
2(x2—1) 2(x*4+1) x*-1 x*+1

=lln|x2~—1!—~lln!x2+1[+lln Ji—:—%‘—Arctgx
4 4 2 ix+1
13
=~1—ln ——2—(Jf—-—9—-——- — Arctg x.
4 |x*+D)(x+1)

On pose x* =u, d’ol

1 du 1, 11+4u
I == = —~In|—1I.
2J ut-1 "4 1—u
2——
I=-1—ln X ll.
4 x%+1
1
1+X X 1 1

= — +
XA+Xx? 1+X% 1+X* X

I= J. (———J-C——+——~1—3+l>dx = 4'41-1i1(1¥x2)+1n1xl+Arc tg x.
1+x* 1+x* x 2




190 ' Solutions des exercices

128 XL _ 1, 2
(X-1? X-1 (X-—17?
1=J<—L+ 2 2)dx=1n|x—ll-—-2—-.
x—1 (x-1 x—1
4 . »
129 2 x4 MEIN s N=sp.
X*—8 3(X—2) X2+2X+4
=J["+ 4 2§2x+2) N 42 ]dx
3(x—2) 3(x*+2x+4) (x+1)*+3
2
=§—+iln1x~—2|—gln1x2+2x+4|+i_Arctg<x—H).
2 3 3 J3 J3
1.30 20)2(—1—17 - 1 -+ 1 _ 1 .
CX+1)*(BX+S) 2(X+1/2* X+12 X+53
I= ———1—+lnlx+1/2]——ln]x+5/3|.
2x+1
1 =X _ 4 +—33—f'-.
X*+x* xX+1 Xx* X
1=f[—4—+—312-—-‘3]dx=41n x+1 3
x+1 x* x x X
5
1.32 X - 2 1 2 1

——— = + - + .
X*=1D(X+1) 2(X+1) 4(X+1) 4X-1)

I=f[x2——x+2+ 1 2 + 1 :ldx
2(c+1)7  A4(x+1)  4(x—1)

2
N I SV a1+ L px—1].
3 2 2(x+1) 4 4
1.33 1=j dx 1y |x45=12)
x+5°=12 4. /3 |x+5+./12
3 2
3¢ 2X-2X"-2X41 1 1 2

X*(X*-2X+1) X (x-1)* X-1

I=J<~—L—+i+£—>dx= -——!-—-+21n|x—1|——~1-.
(x—1)* x* x-1 x~1 x
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3x*  _ 1 . 4
X*+5X%+4 X241 X%+4

1.35

1 4 X
I = —— dx = —Arctg x+2 Arc tg .
J( x?+1 x2+4) £ g2

X*4+X+1_ ., 2X-1 1
X?-X+1 X2-X+1 X*—X+1

1=J[1+ 2=l L :Idx
x> —x+1  (x—1/2)"+3/4
= x+In(x*—x+1) + 3—Arctg<2x“1>.
J3 J3
137 1 =ZJ—Z—2ﬁ1—2—dx—f—~3-92-——dx
2J x*+12x+52 (x-+6)*+16 .
7
2

In {x2+ 12x+52] — %9— Arcig (&F) .

1.36

lo38 I=Il "{"Iz, Oﬁ
2

2x +212xdx et Iz=3f—-———-dx22.

A+x? (1+x%)

Pour calculer ;, on pose x> =1¢:

1 [ 2t+1 dt-J a 1 &

1=

2) @+1)?

5 = Injt+1] + .
i1 2) @¢+D 2(t+1)

1:

On calcule I, en intégrant de/(xz +1) par parties, avec u = 1/(x®+1)et dv=dx:
’ 2
J‘ de = 2x + sz de = Zx +2f de —-ZJV de :
x*4+1  x"+1 x*+1) x“+1 x“41 (x*+1)*

I —-§< X +J dx >-§< X +Arctgx>
27\t ) ®+1) 2\kP+1 '

Finalement :

D’ou

3x+1
2(x%+1)

I = 1n(x2+1)+§-Arc tgx +




192 ‘ Solutions des exercices
CHAPITRE 2

21 I=[f(x)dx, f(—x)d(—x)=f(x)dx. On pose donc cosx=u D’oi
du = —sin xdx et

I=”‘j du =-—1-1n£
a-+bu b |b

= —~11n

a
+u ~ - COS X 1.

22 I=[f(x)dx, f(x+n)d(x+7)=f(x)dx. On pose donc tgx=t D’ou
dx=dt/(1+1t}) et :

f J dt t j dt
- = - de +
A+ 1+ 2(1+1) 2(1+1%) 2(14+1%)

1 1 1
=-In|l+t|—=In(1+*)+=Arctgt;
5 1+ 1 1+ 5 g

I= éln jcos x-+sin x| +x/2.

2.3 Onposetgx="t Dot

I=J‘—dt——-=—1—-Arctgt—3—/—% Arctgtgx.

2+ /2 2 \/2

2.4 On pose sin x =u. D’oll

I-Ju (1- u)du____g__smsx_sin"x
5 7 5 7

2.5 Posons t = tg x/2, o« = tg 6/2. Alors

1—-#2 1—-4?
cosx — cos f = - . Dot
1+2 1+ a?

d: 1 + a?
I = 2 = 1
(1+M)Jt2—oc2 20, "

I+ a
t— o

1

sin 6

sin (x + 6)/2
sin(x — )2}

2 cos? x/2 [
2.6 I=f—99-—s-f—/2-——1dx= (1————%——)dx=x——tgx/2.
2 cos* x/2 J 2 cos” x/2
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277 Onposetgx=t D’ou

I= J A+1/t5*dt = J A+2/2+1/tHdt = t—2/t—1/3¢;

I=tgx—-——2—~— 13 .
tgx 3tgx

2
2.8 1=J<1+t3g x—~—1—)dx=—~ L injsinx|.
tg” x tg x 2tg°x

2.9 Onposetgx=1 Dol

dt 1 bt 1 btgx
I=| ——— = —Arctg— = — Arct .
J‘az—i-bzt2 ab ga ab & a
4
2.10 On pose cos x = u. D’ol I==J zu 1du. Or,
u.....
Xt = X*? .
X*-1 X*-1
I=J<2 1 )du=——+u+ In|—— 1—u ;
u?—1 3 2 1+u
3
1= Xt cos x+In tg%l.

2.11 On pose sin x =u. D’ou

I.—_Jv1 u” du -J(—%—l)du = —-1——u= _....-I_——Sinx.
2 u u sin x

2.12 On pose sin x=u. D’olt

{2
I=J1 “ du=f(z+1~—§—>du
1—2u 24 8u-—1f2)

2

‘:

Inlu—1/2].

ot

o0 W

u
4

~
]
LR

sin® x +%sinx —-g-lnlsin x—1/2|.

2.13 On pose tg x/2 =t D’ott dx = 2d¢/(1+¢?) et

f 1+% _a+®)
-1 (*-3)
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X+l 1 2
(X*—1) (X*-3) X2-1 Xx?-3

A TR W
t‘—1 t*-3 2
tgx/2+\/—
tg x/2— \/_

sin (x + ©/4) | i—ln
sin (x — w/4) | /3

Or,

t+1f 1
t—1 3

n t+£”

tg x/2+1 l 2
tg x/2—1 §
sin (x + =n/3)

ouencore [ =1n .
sin (x — ©/3)

1 -2
42 + 1) (2 + 1/4)

1-x? __2_t 5 1
4(X%+1) (X2 +1/4) 3X%24+1 12X%4+1/4

2 [ dt SJdt

214 Onposetgx/2 =( Dot I= J

Or,

I=-2 =
3J &+1 12

5 =——gArctgt+§Arctg2t.
1“+1/4 3 6

I= ~§+-Z—Arctg(2tgx/2).

2.15 sin* x+cos* x = (sin® x+cos? x)®—2 sin® x cos® x = 1 — (sm 2x)/2.
On pose tg2x =¢. D’ol1

_J dt _J dt _ 1 et
201+ [1—22(1+1%)] £+2 /2 J2
I= -—LArc ‘cgt—gﬁ-C

NN
2.16 cos2x = 2cos?x—1.

I= f (2—1/cos’x)dx = 2x—tg x.

217 I= i— f cos 3x (cos 3x+3 cos x)dx.

1+cos 6x cos4x-+cos2x
cos?3x = — 2~ cos 3xcos x =-—————2——————-—
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I= j (143 cos 2x+3 cos 4x+cos 6x)dx

O | ==t

=-1—(x+§~sin2x+§sin4x+-1-sin6x).
8 2 4 6

2.18 Supposons par exemple cos x/2 > 0; alors

I= J (2 cos® x[2)'/? dx = ﬁj cos x/2dx = 2./2 sin x/2.

2.19 On pose sin x = 2. D’ott dx = 2tdt/\/1 —t*

22

2x* 11
I—Xx* 1-Xx* 1+Xx*

Ainsi, 7= |- — |
-2 JP+1
!
2

— Arctgt.

: 1/2
L LY vt sin 1.
2 1—(sin x)"

2.20 1+4cos3x =2 cos? 3x/2. D’ou
I= 2\/§f cos® 3x/2dx.

Or, cos® 3x/2 = %(cos 9x/2+3 cos 3x/2). Donc
= % J (cos 9x/2+3 cos 3x[2)dx = /2 G sin 9x/2 +sin 3x/2>.
2

2.21 On posetgx/2=1¢ D’on

2 dt s dr
I= =2 —
J(1-{—t2)<1_‘_ﬁ _gf_)”z Y J“l(l — )12
14821442 ,

Supposons par exemple que x € [0, n/2]. Alors | 7] = ¢.
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On pose ¢t = sin u, ol u € [0, n/2]. 1l vient

-2

= \/iln]tgArcsintgx/Z[.

sin u

(1 - 2% de

222 Onposesinx =t Dot I= 7

On pose ensuite 7 = °.
1= 3(1—ub)? u? du_3 _Lﬁj_f_+£ 3 sin® x sin® x+sin x
h u 14 4 2) (sinx)3\ 14 4 2 )

2.23 On pose ch x==u. D’olt sh xdx = du et
2
I= j @*~1)du=u*3—u=ch x<0h3 X 1).

Y a~Y\6
2.24 I=fth5ych7yﬂ—=fsh6ydy=f(e © )dy
chy 2

= glij(e6’~6e4"+1532”—20+15e"2”——6e"4y+e"6”)dy

= ;—2 J (ch6y—6ch4y+15ch2y—20)dy

_sh6y_3sh4y+155h2y__5_z
192 64 64 8’

2.25 La relation
1 = cos® x + sin? x = (cos x + sin x)> — 2 sin x cos x
permet d’écrire I sous la forme

(cos x + sin x)? — 2 sin x cos x
. sin x cos x(sin x + cos x)

cos x + sin x dx
= | —m——dx - 2 | 7
Sin x Cos x S X -+ COS X
or, jco§x+smxdx= fdx +de —In (x+ >
sin X CoS X sin x cos x 2

2fsmx+cosx ffm V2 tg s)
) el

I =

‘+In

)

Finalement, I = In | ¢t -—' + In
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CHAPITRE 3
3.1 Onposex—1=1t.
= J dif 1 =2t =2x—1.

3.2 Onpose 1+x=u? D’ol dx=2udu et

2udu 2 du
= - = 2=2Arctgu.
W +Du 1+u

I =2 Arctg (1+x)2

33 X?+16X+36=(X+8)*-28.

= J Wl-————fi-z—w-l—ﬁ = In |(x+8)+ (% + 16x+36)1/2] .

dx

X
B f x40 j [(x-+1/2)*—1/41"/2

3.4 = In|(x+1/2)+ (x> +x)"?].

35 I=.3 f (x2+5/3)/* dx. On pose x = /5/3 sh t; d’oit

dx = ./5/3 chtdt, (x*+5/3)!/* = /53 cht.
I=J§§fch2tdt */—S(t+8h2t>
3 23 2

I= ‘-/3[ In|/3x+@x*+5" +\/_(3x +5)1/2]

1 X . 2\1/2
3.6 I=Jm—dex=MCsmx+(1~x) .
3.7 Onpose x=u’+1. D’olt dx=2udu et

J' 2udu Qu+1)du f —du
I = == -}
w+u+1 wtu+1 (u+1/2)%+3/4

2u+1
J3
2(x—1)2 +1

NE

= In@?*+u+1) — 72-_Arctg
3

I=Inlx+x-1)"? ——%Arc tg
3
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3.8 Onpose u=a*+x* Dot du=2xdx et
1

I=~fu1/2du=luu1/2=1
3

2, .2,3/2
—-(a“+x .
5 3( )

39 Onposeu=x*+2x. Dot du=2(x+1)dxet

I= % —%‘—2 = u'? = (x*4+2x)1/2,
u

3.10 On pose x=sh t. D’oll dx = ch tdz et

dt x
I= =tht = —i
f Chzt (1+x2)1/2

3.11 On pose x =%, D’ot dx =2udu et

_ 2u du =2J du ==1n1+u.
A-uHu 1—u? 1~u
12
I=1n‘1+x .
1—x'?

3.12 On pose x =sin t. D’ott dx = cos ¢d¢ et

1=J dfz =J dtz =tgt = x/(1-xH)'2
1—sin*t cos“t

313 —X?—-12X+8=44—(X+6)%. D’olt

= Arc sin

= J‘ dx
/44 —(x+6)* 2./11
3.14 Le terme en dx/x* conduit & poser u = 1/x. Alors du = —dx/x? et

7= J —du _ _f udu _ 1 d(a*u?) _
(a2+1/u2)1/2 (a2u2+1)1/2 2(12 (a2u2+1)1/2

= — —-13(a2u2+1)1/2
a

_ -_(a2+x2)1/2
azx

o~
|

3.15 On pose x=u>. D’ott dx =3u%du et

3u® du J?)udu 3. ., 3 2/3
I= = =~In@*+1) = =In(1+x*~).
fu3+u ul+1 2 ( ) 2 (
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3.16 On pose x* =u. Dot 3x*dx=du et

1 du 4 4
I:-—-— i u+2 3/4:-:-- x3+2 3/4,
3 J(u+2)1/4 9( ) 9( )

3.17 On pose u=x*+6x. D’olt du =2(x+3)dx et

1 du 3 3
=2 | — =223 = 2(x2+6x)%5.
2J‘ul/3 4 4( )

3.18 On décompose [ en deux :

4x—36 31
7 1/2dx et I, =f 7 1/zdx.
J (x*—18x+106) (x*—18x+106)

i

Il=

Pour calculer I,, on pose u = x*>—18x+106; ainsi

I, = 2;?_/‘; = 4ull? = 4(x?—18x-+106)"/2.
Drautre part,
L= | — 39 310 |x—9+(x—18x-+106)"2].

J [(x=9)2+25]"% -
Finalement :
I = 4(x%—18x+106)"/2+31 In|x—9+(x* — 18 x-+106)"/?|.

3.19 Onpose./3x+5=u, soitx=@>—5)[3, dx==3%udu.

320 On pose 2x°+9=u. D’ot 6x?dx=du et

1 - 1 1
I=- 2du = -u3? == (2x*+9)*%
6J‘\/ 9 9( )

321 Onpose x—1=1/u; d’ott dx[(x—1) = — dufu, x=1+1/u et

- ___J‘ du - dlt - “\/m/—‘{
u /(A +1ju)* +2(1+1ju)—3 4u+1
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322 1= | —% = In|(x+2)+/x*+4x]|.

JE+2 -4

3.23 Onposeu=x4;d’oﬁ§£=—1-% et
X u
I=lf .
4 u\/l—-u
On pose ensuite « = 1/v; d’ott dufu = —dv/v et
I____lf dv 1 dv ___lj dv
4o fi—1p 4 P 4) JSo-127—1j4

-—iln[v——l/2+\/vz-v| = —-%ln

3.24 On pose u= x> D’ott du=3x*dx et

_1__.1_+_1_J_L__1,
x* 2 VXt )

I=J'————gy-i-—i-—2=lArcsinu =-1—Arcsinx3.
30-uPH? 3 3

3.25 Supposons x>0 ; alors
172
I= f«/_lﬂ_d
x3
En posant u = 1/x2, on obtient

= —%J'\/l—udu———%(l——u)a‘/z.

Finalement :
2 3
I= -;; <£‘ "1> .
X

3.26 X*—6X+6=(X—3)*~3.0npose x—3=./3cht D'olidx=./3shzdt
et

I= f [2(3+4/3¢h £)*~7(3+./3ch #)+10]d¢t

=f(6ch2t+5\/§cht+7)dt = 3t+gsh2t+5\/§sht+7t.
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Finalement :
I =10In|x—3+(x*—6x+6)"%|+(x+2) (x*—6x+6)/2

3.27 On pose x =u% D’ol dx = 2udu et

= |24 _ 2Inju+2] = 2In[2+./x|.

2+u
3.28 On pose u=x>2 D’ott du= %\/)—cdx et
I= 31n|1+u1 = 31n|1+x3’2;.
3 3
3.29 On pose x =u* D’oi dx=4u’ducet

3 2
I=j4u du=j4u du=4j<u+1+—1—>du
ut—u u—1 u—1

= 4?2+ u+Inju—1]) = 4x 224 x4 +1n |x 4 —1]).

3.30 Onpose (14+2x)3=u, soit 2x =u>—1, 2dx=3u*dy;

3_1\2
I = J(u 1) gu du =§j(u7-—2u4+u)du
2 2 8

8 5 2
- :”.(E‘_ _ .‘.‘__> = 2 (1420 20x*—12x+9).
g8 5 2/ 320 ,

3.31 Onpose (1+2x%)Y2=u, soit 2x*=u?—1, 6x*dx=2udu

2_ 5 3
=1 f u2<f‘-—1>du - 1J(u4—u2)du = -1-<f---‘f-).
3 2 6 6\5 3
- 21-5-(1+2x3)3/2 Gx*~1).

[ x*dx
J [=(—-171
'On pose x—1 =sin u. D’olt dx = cos udu, 2x—x%)*/> =cosu et

332 I=

™
I=| (14sinu)*du =f(1+2 sin u +sin® u) du

LY

sin 2u

COS2u>du =—3~u—-2<:osu-— .
2 4

= <§+2sinu—
2

I= %Arc sin (x—1) — % @x—x%)"2(x+3).

201
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3.33 Onpose2x+1=1/u. Dol dx/2x+1) = —duf2u et

7o 1 f du J du
=3 2 iz 2 172
2 u[§(3—1> +4(1-1)+3] W +6u+3)
4\u u
= —J O hn|u+3)+ @ +6uts).
[(u+3)*—41"/?
e —mn 6x+4)+2(5x*+8x+3)/?
2x+1 ’

3.3¢ On pose u=1+x% Dol

I= Jl ulBdy = §u"'/3 = §(1+x2)4/3.
4 4

3.35 On pose x=shz. Dol dx=chzds et J=fde/sh*z. On pose alors
u==coth ¢z. D’olt

I= J (1—u®du = u—u’3 = (1+x3)H2 <2x2-—1>.

x 3x?

336 I = 2x dx f 3dx

(A+4x)2 ) (1+4x%)1?

= %(1 +4x%)12 4 % In 2x+(1+4x%)'?].

3.37 Onpose1—x*=u D’olt du= —3x*dx et

I = *lf(l—u)ullzdu - 1(_21‘3/2 +2u5/2)
3 3 3 5

= ——42—5(1-—x3)3/2 Bx*+2).

$3.38 Onposet=x5.D’oﬁg=SQEe’cI=1 ———i——ﬂ—li
t x 5]+t + DY
On pose maintenant ¢ = 1/u. D’ou dtft = — duju et

=1 J __du 1 j du
5) @ +u+1)? 5) [(u+1/2)%+3/4]1"2

= -éln u+%+(u2+u+1)”2

3.39 Onposex =sint. D'oudx =costdiet] = jsin"’ t cos? ¢ dt.
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. 1. 1—cos4t
Or, sintcos®t = Zsm2 2t = — Donc

16 16 64

I—J1—0084tdt~ sin 2tcostht t sindt sin®2t
8 16 64 48

Arcsinx x 2 201/2 X 243/2
mm s e e (1 =22} (1 —x ——({-x .
T 16( )( ) 6( )

3.40 On pose t=¢*. Dot dx = d¢/ft et

I=| -1/ dt_ j @ -1)2[2 ds.
t

o

On pose alors ¢ = ch . D’ott d¢ = sh udu et
I=|th®udu =J(th2u-1+1)du =y—thu

o/

= x+In[1+(1—e 2] = 1—e"2H!2.
3.41 Posons ¢ = e*; alors df = e*dx et

[_jﬂ/t2+z+1dt__ t2+z+1
t «/t2+t+

- J—-————t + 1 dr + J——————————
JE+ i+ P2+ + 1
Faisons apparaitre au numérateur de la premiére intégrale la dérivée de
P +r+1:
If_2e+1 0.1 f
JEFt+1 1/t2+t+
=\/t7‘+t+ 1 —I—-—Argsh2t+ 1.
2

NG

L dt .
Dans la seconde intégrale, posons u=1/¢; alors -= —%Lf et, puisque u=e~*>0,

J =

—Argsh2u+l

_ J‘ du _ J‘ du _
2
u /iz+l+1 Jurtu+l \/3
U U
Finalement,

1 2e* + 1 2e™"
I=J+K=«/e2"+ex+l+5Argsh ¢+t —~Argsh———u—£.

NE 75
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CHAPITRE 4

Développements limités

__Q_’.‘z +£3_x).5_ + o(x5)
3! 51

4.1 sin 3x = 3x

= 3x—2x 4 §-1-x?+o(x5).
2 40

G2, (3x* _(3%)°

6
21 4! 6! o)

42 cos3x=1-—
=1- —9—x2 —f——z—’zx4 —§—1-x5+0(x6).
2 8 80

43 ot 122,00 @Y @9t @0 ey°

1! 21! 3! 4! 5! 6!
7 8
+_(_2_§.)_ +(_2_')_CL + o(xs)
7! 8!
= 1h2x422 4o g 2 e s A sy
3 3 15 45

+ S + ——2—x8+0(x8).
315 315

2 3
4.4 (1+x)”3=1+f+1<1~1>3—c—+1<1—1)<-1-—2>5—+
3 33 /21 3\3 3 )3

+1<1——1><—1--2)(1—3>£+0(x4)
3\3 3 3 4!

45 sin3x = 3x——29-x3+o(x3)
2 3
"3 = 143x 2 +—1—(3x ——9-x3> +1<3x —2x3) +o(x?).
2 2 2 6 2
9 5\ 9 5\
Comme (3x —Exa) = 9x?+0(x% et que <3x - —2—x3> = 27x*+0(x?%),

. 9x? 3
exp (sin 3x) = 1+3x+~—2—+ o(x).



Chapitre 4 205
4.6 On commence par développer (Arg sh x)’ = (1+x?)"%/? & P’ordre 5 :
2
Q43D 12 = 1= 13500 0(x5).
2 8

Intégrons :

Argshx = x — = + —3-x5+o(x6)

6 40 '

Remplagons enfin x par 2x:

Argsh2x = 2x -—§x3 +—1£—x5+o(x6).

47  f) =(00-x)(1+x)"H?

3x*  5x°
14+x)7 2 =1 =24 25 228 4 o(x
( ) 2 8 16 &
3x  7x* 11x° 3
¥ =1-2 4 =T pox
J () >t 16 =)
4.8 Rappelons que
Arctga—Arctgb = Arctg a—b si ab > —1.
14+ab
Donc
Arctga~x———-Arctg—l—_ﬂ:Arctgl——Arctgx/a si xfa > —1.
a+x 1+x/a
Finalement :
T ox, x> x° 6
X) == —=4—— =+ 0(x°).
/&) 4 a 3a° 54° )

xZ

<
49 cosx=1—="—+=+0(x")
2 24

In(cos x) = In(1+u), avec u = —x?[2+x*/24+0(x").

D’ol

x% x*
In(cos x) = —— — = +0(x").
(cos x) T (x”)

4.10 On effectue la division de 1 par 1 —x?/2+x*/24 4 I’ordre 5; on obtient

1 x*  5x* s
=1+ —=—+—+0(x).
cos X 2 24 &)
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4.11 On effectue le produit des développements limités de e* et de 1/1—x :
2 3

e = 1+x+§—+§-+0(x3), LN 1+ x+x*+x3+0(x%)
2 6 1-x
x 2 3
1422+ 8 ).
1-x
2 3 2
4.12 ex=1+x+x—+§—+a(x3), ! =14+=+o0(x%
2 6 cos x
x 3
= lxdx? + 25 4 o(x?).
cos X~ 3
413 (1+e9? = 2 [1+("—1)/2]">
x 2 ) 3 -
Tl XXX o)
2 2 4 12
(14+e)? = \/5(1 + X4 -3—3«:2 + ——7——x3> +o(x%).
4 32 384
x? 3 P _2 3
4.14 cosx=1-?+o(x ) cos"x-—-—-l—ix +o(x”).
415 Intg(x+n/4) =In(l+tgx)—In(l~ig x)
x? 3 X2 3
tgx=x+?+o(x), ln(1+tgx)=x——§—+§x +o(x”)

In tg(x +Z) =2x+ §x3+o(x3).

2 3 x4 xS x6

416 =14+x++2+2 4+ X 1 X 455
26 24 120 720

x3 x5 7

Sin x = X ~— - e +o(x"
. 6 120 5040
3 .5 6 7
e"sinx=x+x2+£—~—£—-x——-f-—+o(x")_
3 30 9 630
417 f(x) =tgx f@@ =1tg2
f(x) = 1+tg?x @ =1+tg?2
frx) =2tgx(1+tg”x) @) =2tg2(1+tg*2)

S = 2(1+tg? x) (1 +3 tg? x) ") =2(1+tg22) (1+3tg? 2)
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fx) =tg2+(x—2) (1 +tg? D)+ (x—2)* tg 2(1+tg® 2)+

L=’
3

(1+1g22) 1 +3 tg?2)+o[(x~2)"].

418 f(x) = In(1+x) =In[24E—-1]=1n 2+ln<1 + x—j)

=2 +"'2"1 _ =D =D, o[(x—1)°].

8 24
419 f(x) = x*—2x+4x fi=1) = -3
() =5x*—6x*+4 (-1 =3
f"(x) =20x3—12x f'(=1) = -8
S"(x) = 60x*—12 f"(=1) =48
fx) =—=3+3x+1)—4E+1)2+8x+1)3+ol(x+1)°]
420 f(x) = Arctgx J(3) = Arctg3
f1®) = 1/1+x?) f'(3) = 1j10
f1x) = —2x/(1+x%) f"(3 = —3/50
[ (x) = (6x*—2)[(1 +x%)? f"(3) = 13/250
= }_ — ____?,’_ —3) 4+ 13 23 _m3
f(x) = Arctg 3 + 10(x 3) 100(x 3) 1500(x 3 +o[(x—3)7].
421 f(x) = _t -1—+—1—(x+1) + 1(x+1)2 + -—1—(x+1)3+0[(x+1)3]‘.
2—(x+1) 2 4 8 16
az oy 3 g2
x—2 X2 1+(x—3)

= 4-3(x—3)+3(x—3=3(x—3)* +o[(x—3)*].

4.23 Les fonctions fet f’, étant indéfiniment dérivables, admettent des dévelop-
pements limités & tout ordre, et le développement limité de f* & Pordre 7 est la
dérivée du développement limité de f & I’ordre 8.

Puisque f est impaire, son développement limité & I’ordre 8 s’écrit sous la forme

A =a;x+asx*+asx°+a;x".
D’ou
A'(x)=a;+3a;x2+5asx*+Ta; x°.
11 vient en reportant dans 1’équation différentielle

a,+3a3 %% +5asx* +7a;x5—1—x(a; +as x* + asx* + a; x°)* € .
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Nous obtenons par identification

a;—1=0, 3a3—al=0, 5a5~2a,a;=0, 7a,—a%—2a,a;=0.
Nous retrouvons ainsi 4

a=1, az=1}3, as=2[15 et a;=17/315.

4.24 On vérifie aisément que la fonction f est paire; écrivons-la sous la forme
flx)=e" ou

u= —cot2xlIntg (x+n/4).

Introduisons la variable auxiliaire ¢ = tg x; alors t~x et

?—1 14+t -
In— =

2t 1—1 2t

Compte tenu de la présence de ¢ au dénominateur, il convient d’introduire les
développements limités de In (1+¢) et de In (1 —¢) & ’ordre 6; ainsi,

| 2 2 ’ t2 1t
2t+=t3+ =t 4o tG:I= t2—1 |:1 +=4+—=+0 ts],
t [ 3 5 @ ( ) 3 5 «

! n( 48— —1].

U =

U ==
soit
u=—1+ 2,2 +—%-t4+o(t5).
3 15
Il vient en reportant

e = -l-e"+o(t5),
e

ol
v=212 42140
15
Un calcul élémentaire montre que
2 16

=1+t 4+ —t*+o(t9).
| 345
Enfin, la relation
x3
t=tgx = x+-3—+o(x4)

~conduit &

1 2., (4 16) 4] 5

=-11+=x"+|=-+— +o(x

&) e[ 3" (9 25)” k
=3(1 +§x2+§x4>+o(x5).

e
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4.25 Rappelons que cos 3x =4 cos® x—3 cos x. D’ot

3 3 cos x+cos 3x
cos’x = —— >,
4
En prenant les développements limités de cos x et de cos 3x, nous obtenons
2p
cos¥x = 1= 5?4 Lyt oo +(-1)"§-(1+32”'1)—x—+ v o (XM,
2 8 4 @p)!
olt 2p prend toutes les valeurs paires inférieures 4 n.
3 5 2p+1
426 Wit —oArgthx =2<x+f—+3°—+ . +...)+o(x”).
1—x 3 5 2p+1
x x5 4
427 (1-x)"=1-=-= —=x*+...+
3 9 81
] o )
LT — TS B n
3\3
+(—-1D" 3 x"+o(x").
n!
- x? _y X"
428 xe T=x—x*+— 4 o +(=1)" +o(x").
*2 n—-n!
2
4.29 f(x)=1+3x3= 4 - 6 -+ 3 '
(1—x) (1-xy (Q-x* 1-x
Or,

ii_ = 14+x+x>+ ... +x"+0(x")
-x

L b2xd3xTE DX ()
(1-x)
2 24 6xt .+ (D) (1D X 0.
(1-x)
Finalement :

f(x) =143x+ ... +@n*+1)x"+0(x").

430 sinxcos2x = %sin 3x — % sin x

, 32p+1_y
2Q2p+1)!

ot 2p-+1 prend toutes les valeurs impaires inférieures & n.

=x—-16—3x3+...+(—1) 2P o),
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Parties principales

4.31

4.32

4.33

4.34

4.35

4.36

4.37

4.38

tg x = x+x33+0(x%)
tg x—sin x~x3/2.

2 sin x—sin 2x—x3~ —x%/4.

In (14x)=x—x%24+x334+0(x*

sin x = x—x/6+0(x*)

1—cos x = x*[2—x*24+0(x*),
sin? x = x> —x*/3+0(x%),

In(14x) =x—x*2+x*/34+0(x*)
y~x3/12.

xcosx? = x—x*/2+x3[24 +0(x?)

y~—T7x24.

2 3
chx'/? = 1+§+—JE-+-J—C——+0(x3),
2 24 720
2 3
L4512 _ 4 20X 0% Lo

1—x/12 2 24 288

Solutions des exercices

sin x = x—x3/64+0(x*)

1—cos x =x2[2+0(x>)

y~2x°[3.
sin x = x—x3/6+0(x*)
y~x*/8.

2 3
2X X X T o)
x+2 11x2 2 4

In(14x) =x—x*2+x*3+0(x%,

% y ~ —x3/480.

En développant tous les termes jusqu’a I’ordre 7, on trouve

( 4 1 4) <2 1
y={l-—F——Z|x+|{=+—=—
15 15 5 45 45

17

L( 1 17
15\1260 315

1680

y~x'/336.

1) 3 ( 1 2 1> s
B B o e e el P 3
15 450 225 150

——) x+o(x")
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CHAPITRE 5

5.1 Forme indéterminée 0 Le dénominateur étant x*, on cherche le dévelop-

pement limité du numérateur 2 1’ordre 3 :

sin x =x—x%/6+0(x*), x—sinx~x%6, y-1/6.

5.2 Forme indéterminée 1%.

Iny= In cosx’ cos x = 1+o(x), Incos x = o(x)

X

Incosx _ o1y, my—0, yol.

53 (27)3=3et (16)}/* = 2. 1l s’agit d’une forme indéterminée g .
Ce+27)3 =3 = 3[(1 + x/2T)3 — 1]~ /27,
e+ 16)14 —2 = 2[(1 + x/16)"* — 1]~ x/32,
y = 32/27.
.
5.4 Forme indéterminée 0"
2014+ = (4 +x)"? = 2[(1+x)'P — (1 +x/4)'*]~ 5x/12,
O+x)"?* =3 =3[(1+x/9)'*-1]~x/6,
y — 5/2.

. 4. ..,
5.5 Forme indéterminée ;

l1—cosx~x?[2, In(I-cosx)~2Inx, y-2.

5.6 Forme indéterminée g

1—cos 3x~9x%/2 x(1—cos 3x)~9x%/2.
On cherche donc le développement limité du numérateur a ’ordre 3 :
2tgx—tg2x=2x+2x33—-2x—8x3/3+0(x*), 2tgx—tg2x~—2x3,
y - —4/9.
5.7 Forme indéterminée g

exp(x—sin x)—1

y = exp(sin x) -
x—sin x
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Or,exp (sinx) ~1 et exp(x—sinx)—1~x—sin x.
Donc y — 1.

. ., 0
5.8 Forme indéterminée 0

cosax—1~ —a?x?2, Incosax~ —a®x%2.

De méme, In cos bx ~ — b?x?[2.

y — a®[b®.
. ., 0
5.9 Forme indéterminée 0"
sin? x~x%, cosx=1-x*2+0(x?), cos2x=1-2x2+0(x?),
(cos 2x)2 = 1—x2+0(x?), cos x—(cos 2x)42 ~ x2/2,
y—1/2, 7 S '
., 0
5.10 Forme indéterminée 0"
x¥*tgax~ax®, tgax=ax+a®x*[3+0(x%), tgax—ax~a*x?3
y — a?/3.
P
5.11 Forme indéterminée o
sin 5x ~ 5x, tg3x~3x, sin 3x~3x, tg2x~2x,

sin 5x—tg3x~2x, sin 3x—tg2x~x;

y - 2.

5.12 Forme indéterminée 09.

Jnx _ Inx In3+lnx~Inx, Iny—t

y —ln3x B In3+hnx’

y—e.

5.13 Forme indéterminée ~O- '

0
si x~x3, tgx=x+x33+0(x), sin x = x—x*/6+0(x%),
tg x—sin x ~ x*/2,
y - 1/2.

5.14 Forme indéterminée g

x Arctg x ~ x2, x—Arc tg x = o(x?), y=o0(l), y—~0.
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., 0
5.15 Forme indéterminée o sinx=x+0(x), l—cosx=o0(x),

1+4sin x—cos x ~ x. De méme, 1+ sin px—cos px ~ px.
y = 1p.
5.16 Forme indéterminée 1%.
a”+b”

lny=lln - a=-exp(xlna) = 1+xlna+o(x)
x

b*=1+4+xInb+o(x),

e+ _ 1+x£q—-c—l—-2*ﬂ)-+o(x) = 1+xIn./ab +o(x),

lna:b ~xlnab, Iy-Inab, y-.ab.

5.17 Forme indéterminée 1%.
lny=w, atgx~ ax, In(l+atgx) ~ ax,
x
Iny-ra, y—e.

5.18 Forme indéterminée g

_exp(xIna)—exp(xInb) exp(xInb)exp(xIna/b)—1
exp(xInc)—exp(xInd) exp(xInd)exp(xinc/d)—1
exp(xIn a/b)—1 ~ xIna/b, exp(xInc/d)—1~x1Inc/d
In a/b
=
Inc/d

5.19 Forme indéterminée 0°.
Iny=tg?xlnsinx~x*lnx, Iny—-0, y-1.
5.20 Le numérateur et le dénominateur se présentent sous la forme indéter-
minée 0°.

1/2

Iny=x Inx—glnxao, y—1.

5.21 Forme indéterminée 0 x co.

y=xIn1+1/x), In (1+41/x) ~ 1/x, y—1.
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Do ., 00 -
5.22 Forme indéterminée o Au voisinage de + oo,

1+4+e*~e*, In(l+e’)~Ilne*=x, y-1.

. . ., @
5.23 Forme indéterminée ;

_In(x+1)
Y 2x

La fonction logarithme étant négligeable devant la fonction puissance, y — 0.

, In(x+1)~Inx.

5.24 Forme indéterminée oo°.

_In(lnx) In(lnx) 113_2‘_

In - 0, - 1.
¥ x In X x Y
5.25 Forme indéterminée oo®,
x
Iny =w, e 4x ~ e, In(e*+x) ~lne*=x,
x

Iny—1, y-e.

5.26 Chacun des termes se présente sous la forme 0 x co.

.11 1 x* .1 x
sin— = —+o|— —sin— = ~ + o(1)
X X x 2 x 2
1 1 1 1 1 1
cos~=1—~—=+o0l—], Incos~ = — — + ol —
X 2x> <x3> x 2x2 (x3>

* In cos & = ~Zioq)
X 2

y = +0(1), y—0.

Nl
[N

5.27 Forme indéterminée 1*.

lny=xlnzc—_—;——%=xln(l——l/x)-xln(1+1/x)—>~2, y—e 2
b ‘

5.28 Forme indéterminée co — co.
_ x2—(x*-1) _ 1 L1
x+x2=DY?  x+x*-1DY* 2x’

y—0.
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5.2¢ Forme indéterminée 1%,

2 2
1ny=x21ncosg, 1ncos—~cos—2———1~~-—2,
X x x X
Iny—- -2, y—e 2,
5.30 Forme indéterminée co — o0 et 1%,

2 3

t t
In(l+6) =t ——+—+ o(£%),
1+9 5*3 )

ex? ln(l +1> = e(x2 —E-i-l) +o(1)
b 2 3

In(1+1/x=xh{(l+1/x)=1~ EL + i + o(—l-—>

x  3x? x2
A+1/x)" = e[l——1—-+—1——+—1-<——-~ —1—~>:l+o< )
2x 3x* 2 2x 3
1 11 1
=ell + ol —
( 2x 24x2> (xz)
1 11 1 1
=ex2< -1+——-——>+01, e/8.
Y 2x  24x* 2x  3x% @ y=el
5.31 Forme indéterminée co®.
1+x
Iny=(1-x)InArgthx, Argthx=—1 1——-—~-——~ln(1 x)
x

Posons ¢ = 1 — x. Alors
1
Iny~tln <§In t) .
Or, In <%1nt) =In(lnf) —In2.

Lorsque x tend vers 1, ¢ In 2 tend vers 0. D’autre part,

In (ln t)

tln(nf) =@lno

Lorsque ¢ tend vers 0, il en est de méme de ¢ In ¢ et de lnlgnt ) .Ainsi,Iny - 0

ety — 1.
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5.32 Forme indéterminée oo — 0.

_ @x+1)(x—1) _ 2x+1
=121 +x)(x*+x+1) A+x)x2+x+1)

5.33 Forme indéterminée 1.

Inx Inx—Inl
Iny = = R
1—x 1—x

In y tend vers ’opposé de la dérivée de In x au point 1:ln y— —1, y—1/e.

5.34 Forme indéterminée oo — 0. Posons £ =x~ 1.
_xlnx—(x-1) A+ hd+)—t

T (x=Dhx  th(l+)
A+ (L+D)~1=1+1) (=13 —t+0(t?) = 2[2+0(t?)  p—1J2.

tln(1+8)~t3,

0
5.35 Forme indéterminée o Posons t =x—1.

sin—g(l—l-t) = cos gt, cos Zt—1 ~ —n2t¥8,

A
In cosat~ —n* %8,

y— —a/8.

5.36 Forme indéterminée 0 X c0. th = mx/2 ~ 1 .
2 cosmx/2 cosmx/2

X T i
cos— =sin~(1—x)~-(1~x), - —2[m.
5 2( ) 2( ) y /

5.37 Forme indéterminée g Posons ¢ = In x.

_exp(lnalnx)~x exp(tlna)—expt
Inx t

exp(tlna)—expt = expi[exp(lna—1)t—1] ~(na—1)t

y—-lna-1.
. s .. 0
5.38 Forme indéterminée 6
_g_l-—x“ x—1 x*—1 Inx—-Inl

-, ], y— —o.

Y T X lmx_mn1  x-1 x—1
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5.39 Forme indéterminée 0°. Posons f = cos x.

y=1t, Iny=tlnt-0, y-1.

o . . cp s
5,40 Forme indéterminée o Soit fla fonction définie par f(x) = (1 +2 cos x)/2.

Alors .
x—12

sin x

o, fl)=-—02%
' fx) (1+2 cos x)*/?

Donc y— —1.

5.41 Forme non indéterminée. La limite est la valeur au point 7/2, & savoir .

5,42 Forme indéterminée 1%, Posons u = x—n/2.

Iny= tgxln(n/x—l) = _._1_.1;,1‘_/3"_“
tgu  n/2+u

= — 1 [In(1—2u/n)—1n(1+2u/n)]
tgu

In y—4/x, y —e™,

5,43 Forme indéterminée %

y_l( _7_‘>_...1‘..:E£6_.
2 6/ sin x—sin n/6.

Le premier facteur tend vers 0, le second vers I'inverse de la dérivée de sin x
au point /6. Donc y— 0.

5.44 Forme indéterminée g—

Arc sin x+n/4 Arc sin x—n/4

xrl/2 x-12

Le dernier facteur tend vers la dérivée de Arc sin x au point 1 /\/ 2; le premier
facteur n’est pas indéterminé.

yol
2

y—-nl4.

QUINET ~- Mathématiques supérieures. Tome 3 8
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5.45 Forme indéterminde g

__sin x+sin a sin x—sin a

x+a X—a

Le deuxiéme facteur tend vers la dérivée de sin x au point a; le premier facteur
n’est pas indéterminé.

sin 2a
—
2a

v ., 0
5.46 Forme indéterminée —~. Posons ¢t = x—a.

0
—t+a In(l+t/a) _ t ) 2
= y ~t+aln(l+t/a) = —t+al——— ]+ o0(1
a___(aZ__tZ)I/Z ( /) a 2a2 ( )
2 2
a—@-Pr = —L L,

a+(@-tH'"*  2a
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CHAPITRE 6

Calculs d’intégrales impropres
6.1 L’intégrale est convergente, car (9 —x?%) /2 (3—x)~*/? au voisinage de 3.

I = [Arcsin x/3]3 = Arcsin 1 —Arcsin 0 = 7/2.
6.2 L’exposant de 2—x étant égal & 1, I'intégrale est divergente.
6.3 L’exposant de x—1 étant supérieur a 1, I'intégrale est divergente.

6.4 L’intégrale est convergente, car 1/(x*—1) ~ 1/x* au voisinage de + co.

+ w0
I=~1[1n Ei'-f} Ll
2 1—-xls 2

6.5 L’intégrale est divergente, car 1/x(1+x)~ 1/x au voisinage de 0. 11 est
donc inutile de faire I’étude au voisinage de + co. .

6.6 L’intégrale est convergente, car x/(1—x?) "%~ (1—-x)"/?

de 1. La fonction & intégrer est la dérivée de — (1 —x?)*/2. Donc
I=-[J1-2L=1.

6.7 L’intégrale est convergente, car ’exposant de x—1 est strictement inférieur
al

au voisinage

I= g [(x—1)%°7¢ = %(9“3 ).

6.8 L’intégrale est convergente, car 1/x(1+x%) ~ 1/x* au voisinage de + co.
Posons ¢ = x?; il vient

+ o0 + o0 +o
2J)r t(1+6) 21 t t+1 21 14th 2

6.9 L’intégrale est convergente, car 1/(1 +x)% ~ 1/x? au voisinage de + 0.

+ a0
=_[_1_] _1
14+xlo :

6.10 L’intégrale est convergente, car 1/x%(1+x) ~ 1/x® au voisinage de + co.

1 1 1 1

X2(1+X) X* X X+1

+ +o
I=f <_%_l+_L)dx=[—l+ln£ﬂ] =1-In2.
1 x> x x+1 x x I
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6.11 L’intégrale est convergente, car 1/(1+x%)% ~ 1/x* au voisinage de + o

. . dx
En intégrant par parties 52 on trouve

[ AI‘Ctgx-f-‘-(-"—-BJ =7E/4

1/2

6.12 L’intégrale est convergente, car <—i—:—3f) = (14x)~"?auvoisinage de — 1.
+Xx

L’intégrale se décompose en la différence de deux intégrales convergentes :

To1—x 1 dx f(—xdx
I= ——apdr = PR —J PPN/
-1 (1—x%)12 -1 (1—xH)Y -1 (1—x2)1?

= [Arcsin x]L  +[(1—x*)"*]L ==

6.13 Remarquons que

—— o~ e au voisinage de + oo
chx -

1 . ..
—~ 2 au voisinage de —oo0.
chx

L’intégrale est donc convergente. D’aprés le tableau des primitives,

—d— = 2 Arctge”.
chx

6.14 La fonction & intégrer étant équivalente 2

1/x* au voisinage de + oo,
I’intégrale est convergente. Posons ¢ = x?

; Pintégrale devient

1]*“’ dt . 1 j*”( 1 1 >
1 = - dt
2Jo @+a)H(@+bD) 20%°—a®D) Jo \t+a* t+b°
1 [ln t+a2]+°° __1 B

20%=a®) L t+b% b b’—a® a

6.15 La fonction 2 intégrer étant équivalente & 1/x* au vmsmage de +co,
I'intégrale est convergente.

1 _1_( 11 >
(1+X)4+X) 3\X+1 X+4/

Todtan v
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D’ol

1[** dx 1J+°° dx 1 1
I == — == [Arctg x— =Arctg x/2]F® = n/12.
3L_ x+1 3Jo x*+4 jLAretsx = Arctgx/2]e ™ =1/

6.16 La fonction & intégrer n’est pas définie lorsque x =2. On décompose
Pintégrale en deux :

2 10
’=f ___(11_+J _dx
1 (x—=2)3 2 (x—=2)

Comme ’exposant de x—2 est strictement inférieur & 1, ces deux intégrales sont
convergentes. On obtient ainsi

I= g [(x—2)*°71% + g [(x—2)**13°=9/2.

6.17 La fonction a intégrer étant équivalente & 1/x* au voisinage de +co et
au voisinage de - oo, 'intégrale est convergente.

J 5 dx =J dxz = Arctg (x+1).
x“+2x+2 (x+1)°+1

I=m.

D’ot

6.18 f tg tdt= —In cos x.

0

Puisque cos x tend vers O lorsque x tend vers m/2, —Incos x tend vers + o,
et D'intégrale est divergente.

6.19 La fonction & intégrer étant semblable & (1—x)~*/? au voisinage de I,
I’intégrale est convergente. En posant x = sin ¢, on se raméne a une intégrale de

Wallis :
n/2
I=J sinstdt=£§2=—§—.
0 5x3 15

6.20 L’intégrale est convergente, puisque 1/(1+x%)*~1 /x® au voisinage de
.+ 0. En posant x = tg ¢, on obtient

/2
I:J- COS6tdt=§‘—>‘<‘3—>'<—1‘E=iZz‘.
0 6x4x22 32

. 621 Au voisinage de 1, la fonction & intégrer est semblable & (1—x)"'/?;

I’intégrale est donc convergente. Posons x = sin ¢; nous obtenons

n/2
I =J‘ -‘—q:t“i—.
o 4—sin“t
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Posons ensuite tg t = u; il vient

+c0 +co -
I =f du =J—[Arctgf‘—‘-/-§ = 1/4./3.
o 4+4+3u zﬁ 2 Jo

6.22 La fonction & intégrer étant semblable & e”** au voisinage de + oo,
I’intégrale est convergente. Le dénominateur s’écrit :
(ch? x)*+(ch® x—1)* =% (ch 2x+1)?+2(ch 2x—1)? = 1(ch? 2x +1).

Posons t=2x; I'intégrale devient :

+oo
I=L chzdtt+1' |
Posons maintenant u = th t; alors ch? t=1/1 —ﬁz, dr=du/(1—u?) et
I=J1 du__ 1 [Inﬁw]l: 1 ]nﬁ-}—l.
02-u* 2. /2L J2—ub 2./2 J2-1

Comme f_*'l = (\/25—*_11)2 = (\/2+1),
2—1 -

I= ~‘—/2—§ln(\/§+1).

6.23 La fonction & intégrer n’est pas définie au point 1. Il faut donc étudier
chacune des intégrales

fl ‘dx 2 dx
et .
o (x—1)* 1 (x—1)?

Comme I’exposant de x— 1 est supérieur 4 1, ces deux intégrales sont divergentes.

6.24 La fonction a intégrer étant semblable 3 1/\/ 1—x au voisinage de 1

et & 1/{/1+x au voisinage de — 1, I’intégrale est convergente. Posons ¢ = 1/2+x);
alors d¢ft = —dx/(2+x). L’intégrale devient

- Jl dt [t dt
13 (=32+4t-1)"2  Ju5 \/3[1/9—(t—2/3)*]"/>

= \71—-5 [Arc sin(3t—2)1},5 = n/\/3.
6.25 La fonction 2 intégrer étant équivalente & 1/./T—x au voisinage de 1,

Pintégrale est convergente. On peut poser 7 =./xJ(1—x), ou encore x = sin? u;
alors :

/2 n/2
I=2J sinzudu=j (I —cos2u)du = n/2.
0 0
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6.26 La fonction & intégrer n’est pas définie au point x = 1, mais on peut la
prolonger par continuité, car
1—x 1

x) = = )
7 1—x%  x*+x+1

On pose f(1) = 1/3. Au voisinage de + o0, f(x) ~ 1/x*; I'intégrale est donc con-

vergente,
+ +
I=f ————qx—z——- =~%:[Arctg<2x+l>]
o (x+1/2°+34 /3 J3 /o

=%(§_g>=32j§'

6.27 Rappelons que
fmxdx = x(n x—1).

Comme x In x tend vers 0 avec x, ’intégrale est ¢onvergente, et
I=[x(lnx—1)]5=—1.

6.28 Comme (In x)/x* est négligeable devant 1/x*/2

I’intégrale est convergente. Intégrons par parties :

lnx + o0 +oodx
- —Jy E—— + ——2—.-_—.1.
X 1 1 X

6.29 Comme Arctg 1/x ~ 1/x au voisinage de + co, I'intégrale est divergente.

au voisinage de + oo,

6.30 Comme (Arc tg x)/x* ~ 1/x au voisinage de 0, Iintégrale est divergente.
11 est donc inutile de faire I’étude aux voisinages de + oo et de —oo.

6.31 La fonction 3 intégrer étant négligeable devant 1/x%/% au voisinage de + oo,

I’intégrale est convergente. On fait le changement de variable t=x?%, puis on
intégre par parties :

1 (*° Int st 1 {* dt
I=- Sdt = —=|—| 4=
4J1 (A+9 41t+1h 4 J1 t(@+1)
1[- t]+°° In2
=-|m—| ===
4 t+1_11 4

6.32 Cet exercice est analogue au précédent. On pose cette fois = x3. D’olt

I=(n2)9.
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6.33 Au voisinage de 1, la fonction 2 intégrer est équivalente & 1/2,/2 VI=x%;
Pintégrale est donc convergente. Posons x == sin ¢; I'intégrale devient :

/2 cos t EI P
I = ‘——‘——"—Z—dt = .
o 2cost+cos‘t o 2+4cost

Les changements de zen —#, fen ¢+ et ¢ en n—¢ ne laissant pas 1’élément différen-
tiel invariant, posons u = tg ¢/2; il vient :

I= fl 2du _ 2 [Arc tg u//315 = n/3./3.

0 3+u? \/5

6.34 ILa fonction 2 intégrer étant dominée par e™™ au voisinage de + oo,
I'intégrale est absolument convergente, et donc convergente. Rappelons que 1’on
obtient une primitive de e™* sin x en calculant la partie imaginaire de

fe"‘e""dx = f e xdy = —-}—Ie‘j"”‘ = -~1-§-—Je”‘(cos x+jsin x).
K .

+ oo e-—x + e
D’ol f e *sin x dx = I:——-Z-— (—cos x—sin x):l = 1/2.
4]

0

6.35 On calcule cette fois la partie réelle de [exp [(j—1)x] dx. D’olt

+ e ® +o
J e *cosxdx = l:-é— (—cos x+sin x)] = 1/2.
0

0

6.36 Cet exercice est analogue & I’exercice 6.17. On trouve cette fois :
+ oo + o0
I :f _ 1[Arctg-———x+lJ =1<7—Z—Arctgl>.
o (x+1)"+4 2 2 Jo 2\2 2

6.37 La fonction 2 intégrer étant semblable & (1+x)~/2 au voisinage de —1,
I'intégrale est convergente. On pose ¢ = (1+x)*/?; alors x = —1+¢2, dx =2rd¢ et

J3 2t J’x/g ds 2 .
I= dt =2 = Z[Arctg t/314° = n/9.
L 1> +9) o 249 3? g i3Je" = =

6.38 La fonction a intégrer étant négligeable devant toute puissance de x
au voisinage de — oo, Pintégrale est convergente.

Y 0
sz xzexSinxdx=Imf xZet D gy
o o
Or, une primitive de x?e®** est de la forme (ax?+bx+c) e **, En dérivant,
nous obtenons :

1+ ax* +2a+ (1 +)blx+b+(1+j e = x*
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D’oi par identification

a__._L_}._:-__l =~__2..t_1..— et c—__L——__Lﬂ
1+j 2 1+4j 14j 2
Finalement :
.[0 x2eti dy = — 1+ [e“ ]2, =— 14
) 2 2
et I=-—1/2.
6.32 Comme ! - au voisinage de + co et au voisinage

x?+x+ 1) x°
de — oo, I'intégrale est convergente.

Effectuons le changement de variable t = x + l L’intégrale devient :

2
j‘ + o0 dt
I = S——F -
3
—o0 tz - -
Nous sommes ainsi amené a calculer

d:

+ o0
I, = —— -
n J’~m tz—i—i n
4

, . 3 -
Intégrons par parties, en posant u = (t"‘ + Z) et v = 1. Nous obtenons

aisément la relation de récurrence
I _22n—1)
n+1 3 n "

Par ailleurs,
2

A

I =

%)

4z
3 \/5 '
6.40 Auvoisinagede0, In (tg x) ~ Inx. Lorsque x tend vers 7/2, cos x In (sin x)

et cos x In (cos x) tendent vers 0. L’intégrale est donc convergente.
Posons y = sin x; alors dy = cos x dx et

Par suite, I; = I, = g-ll =

1 1 1 1 '
I=j In —2 dy=J‘ lnydy——;-f 1n(1~y)dy——%j In (1+y) dy

0 V4 l—y2 0 0 0
=[y(n y—DJ—12[(y+1) (o (y+1)—D]5—1/2[(1—y) (n (1-y)=D]s
=—1—-(n2—-1)-1/24+1/2=~In2.
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Convergence des intégrales

6.41 La relation |sin xsin 1/x | < |sin x| montre que sin x sin 1/x tend
vers 0 si x — 0. Une intégration par parties montre que, pour tout x > 0,

X X
. ! 1P 1 1
smtsm—t—dt= —-costsm? - —t-z—coslcos?dt.
’ 1

1 1

Puisque

1 1 1 S, ..
— COS 1 COS - < R la derniére intégrale a une limite lorsque x — + 0.

2

. 1 .1
D’autre part, la relation ‘ €o$ X sin p < montre que cos x sin = tend

1
sin —
x

vers 0 si x — + oo. L’intégrale donnée est donc convergente.

sin x . . .
6.42 Lorsque x tend vers 0, _1_1)12__ tend vers 1. Une intégration par parties

montre que, pour tout x > 0,

X - X
sin cost | cost
—dt =] - —| - —dt .
t ! t
1 1 1

+ o
. cos t r ., ., cos t
Puisque 5—| < =, l'intégrale j 5— dt est absolument convergente, et
t ! t
1
. 0S X 1 cosx
donc convergente. Puisque < T T tend vers 0 lorsque x — + oo.

L’intégrale donnée est donc convergente.

6.43 En effectuant le changement de variable x> 1/x, on se raméne &
I'exercice précédent. L’intégrale donnée est donc convergente.

P2
. sin®x - .. s
6.44 la relation —— ~ x>~* au voisinage de 0 montre que intégrale
x

1 —cos2t
2 3

) . 2
sin” x . . . .
f — dx converge si et seulement si a < 3. Puisque sin*z =
0

pour tout x > 0,

* sin? ¢ 1(*dt 1 (%cos2t
1n dl‘=—- a2 COS dt
za 2)) 2 ~

1 1

Comme dans I’exercice 6.42, on montre 4 l'aide d’une intégration par parties
® cos 2x
xa

+
que Pintégrale J

1
seulement si o > 1. En résumé, l'intégrale donnée converge si et seulement
sil <o < 3.

+ o0
dx converge. D’autre part, J — converge si et
x
1
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6.45 La relation sinl ~ %E au voisinage de - co montre que In sin % ~ —Inx.

P

L’intégrale donnée est donc divergente.

2
6.46 Soit ¢ un élément de J2/n, + oof. La relation cost =1 — % + o(t?)
au voisinage de 0 implique In cos L ~ — Q—l——z- au voisinage de + co. L’intégrale
x x

+ w0
1 g _
j In cos % dx est donc convergente. Pour étudier la convergence de I'intégrale
[

[
1 . 1 "
Jv In cos — dx, effectuons le changement de variable x I——>—27-t- et L’intégrale
2/n
devient
¢ .
In sin u \ n 1
s du, ot =2 —-.
o (T 2 ¢
2
. . .. lnsinu v ux
La relation sin # ~ u au voisinage de 0 montre que ———— < In u; l'intégrale
T
=— U
2

est donc convergente, et il en est de méme de I'intégrale donnée.
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CHAPITRE 7
Convergence des séries
7.1  u,~ 1/n*. La série est convergente.

7.2 On applique la régle de D’Alembert :

Uprr _ m+1* nl e+l
u, n®  (n+1)!  n?

~0.

La série est convergente.
7.3 u,~ 1/n. La série est divergente.
7.4 u,<1/\/n. La série est divergente.

7.5 On applique la régle de D’Alembert :

Uppy  n+1 27 1
u, n 2"t 2 g 2

La série est convergente.

7.6 u,=(—1)"sinz afn. La série est alternée dés que # est supérieur & 2a.
La condition suffisante de convergence des séries alternées s’applique.

7.7 Silal <1, le terme général ne tend pas vers 0, et la série est divergente. Si
|a| > 1, u, ~v, = n/a". Comme dans 1’exercice 7.5, on montre que la série de terme
général (v,) est absolument convergente. La série proposée est donc absolument
convergente.

7.8  u,~n?/nl. D’aprés I’exercice 7.2, la série est convergente.
7.9 u, < 1/n**. Comme 3/2 > 1, 1a série est convergente.

7.10 Si|x| <1, x"—0etu, ~x" La série géométrique de raison x étant absolu-
ment convergente, il en est de méme de la série donnée.

Si |x|>1, la conclusion précédente reste valable, car x et 1/x ont des roles
symétriques.

Si |x|=1, alors |u, | = 1/2. Ainsi, u, ne tend pas vers 0, et la série est
divergente.

7.11 wu, ~ e "1 La série de terme général (e™"*') est une sériec géométrique
de raison strictement inférieure & 1, donc convergente. La série proposée est aussi
convergente.
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7.12 Appliquons la régle de Cauchy :
\n/}; = 1 - 0.
Inn

La série est donc convergente.

7.13 Appliquons la régie de D’Alembert :
un+1 - 1-2.3...(2""‘1) n+1 . n"l"l

= -
u, 1.2.3..2n—-1)2n@2n+1) n 2n*(2n+1)

La série est convergente.

7.4 u,~ 1/n®. La série est convergente.

7.15 On applique la régle de D’Alembert :

Upt g — (n+1)3 1

U, n®  n+42

- 0.

La série est convergente.
716 u,~ 1/n. La série est divergente.
7.7 On applique la régle de Cauchy :
flu,] = Isin(a+b/n)| - [sin a.

Si a n’est pas de la forme (2k+1)=n/2, [sin a] <1 et la série est absolument con-
vergente. Dans le cas contraire, u, ne tend pas vers 0, et la série est divergente.

7.18 u,,<n1nn: Inn =lnn 1 R d’ol u,,=o< ! >
n! n—-1! n—-1(@n-2)! (n—2)!

La série de terme général (1/(n—2)!) étant convergente, il en est de méme de la
série donnée.

n! 14204+ (=)

719 u,=
(n+2)! (n+2)!
n! +(n—-l)(n—l)!
(n+2)! (n+2)!
1 1

< o o
n+D)(n+2) n
11 en découle que la série est convergente.
720 u,=exp [(n+1/n) In(1+1/m)]—e=e{exp [(n+1/n) In (1+1/n)—1]— 1}.

D’ot u,~ e[(n+1/n) In (1+1/n)—1]. En remplagant In (1+ 1/r) par son développe-
ment limité & 1’ordre 2, on trouve que u, ~ —e/2n. La série est donc divergente.
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721 u,=expnln(1+1/n?)]—1~nln(1+1/n?) ~ 1/n. La série est divergente.

722 u,=exp[n*In (nsin 1/n)]—e /8,

. 1 1 4
nsinlfn =1 — -+ —— 4 o(1/n%).
/ 6n*  120n* )
Inrsin i) = ——— 4 L L L oqme
6n*  120n* 72n*
1. 1
R +o(1/n*).
6n*> 180n* (/)
e—1/6
u, ~ ————. La série est convergente.
180n*
7.23 111-—”—(-'2—ia = In(1+2/n)~In(1—-1/n+1/n*) ~ 3/n. Donc
n*—n+1

Uy ~ Uy, ou Uy = ('— 1)” 3/”'

La série de terme général (v,) est convergente. Cependant, la série donnée étant
alternée, il faut encore étudier la série dont le terme général (w,) est défini par

W, = U,—, = (—1)"[111—’—?2(—":}:2)— - é:]
n“—n+1 n
Or,
In(14+2/n)—In (1—1/n4+1/n*)—3/n ~ —5/2n2.

La série de terme général (w,) est absolument convergente. La série donnée, somme
de deux séries convergentes, est aussi convergente (mais elle n’est pas absolument
convergente; elle est seulement semi-convergente).

1
7.24 u,=(—1)'sinn(\/n*+1—n);notons que . /m?*+1—-n=——
N R

1
Jr2+14+n

méme de sin

Or, décroit et tend vers 0 lorsque » tend vers + co. Il en est de

. La régle de convergence des séries alternées permet

. \/nz +1+mn
de conclure.
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725 u,= =D v, = (—1)"//n. On introduit

VAR ESV,
| ey
n+(=1) \/n n+(—-1)"\/n n

La série de terme général (w,) est divergente; il en est de méme de la série donnée.

726 u,= 2n ~1.

JrEn+l+ /nt—n+1

Comme u, ne tend pas vers 0, la série est divergente.

7.27 On applique la régle de D’Alembert :

Uy _ X+n n,,_x+n<n>"__x+n( 1 >”_)}
u, (n+1)"t? n+t\n+1) n+i\1+1/n/ e

Comme la limite est strictement inférieure & 1, la série est convergente.

___e—Zn

728 u,=1In 1 =In(l—e 2" —In(1+e"2") ~ =27 "

+e —2n
La série de terme général (—2e™2") est une série géométrique de raison strictement
inférieure 4 1 (2 savoir e™2); elle est donc convergente. Il en est de méme de la série

donnée.

7.29 COS—]:-= 1-—-—1—2"—!-0(—-]:5), ]ncosl,\, __._.17’
n 2n n n 2n
sin~1-~l, 1nsin-1—~-lnn.
n n n

Donc u, ~ (In n)[2n?. La série de terme général ((In n)/n*) est convergente, car

Inn _ 1
W = o\n)

La série donnée est donc convergente.

1 N na—z

730 lnuy,= n"‘lncos-1~ ~ e B
n 2n? 2

Le terme général tend vers O si et seulement si In u, tend vers — co, c’est-a-dire si
et seulement si & > 2.
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On applique la régle de Cauchy :
Y u, = (cos 1/m)" ",
Si_a—1>2, c’est-d-dire si >3, \/u,—0, et la série est convergente. Si a =3,

\/ U, —1 /\/E, et la série est convergente. Si « < 3, la régle de Cauchy ne permet pas
de conclure. On emploie alors la régle de Riemann, en cherchant 1a limite de n® u,:

In(n®u,) = flnn+n*In cosi ~ —%n“_z.
n

La limite est — oo, quel que soit B. En choisissant > 1, on voit que la série est
convergente.

Calculs de sommes de séries

m+2)—m+1)
+m+DE+2)

7.31 u, = Arc tg1 = Arctg(n + 2) — Arctg (n + 1).

Donc
8, = u, = Arctg(n + 2) — Arctgl.
=0

p

La série est convergente, et sa somme est 7/4.

7.32  On prouve la convergence a 'aide de la régle de D’Alembert, comme
dans les exercices 7.2 et 7.15. Rappelons que le nombre e a été introduit au

tome 1 comme la limite de la suite de terme général 1 + il + 51—, + o+ ;1—'
- Autrement dit,
+ o 1
— =ce.
n=0 n!
Or, ‘
2n* =3 +1=2(n+1) (n+2) (1 +3)—15n*—2n~—11
=2n+1) (n+2) (n+3)—15@+2) (n+3)+537+79
=2(m+1) (n+2) (n+3)—15(n+2) (n+3) +53 (n+3)— 80.
D’ont

™M
8
]

n
n=0 n=0

w +°°<_2__ 15 53 80>
n! (+D! (r+2)! (m+3)!

= 2e—15(e—1)+53(e—2)—80(e—5/2)
= 109—40e.



Chapitre 7 ' 233

7.33 u. ~ 2/n?. La série est donc convergente. Ecrivons u, sous la forme
n n

v =1n (n+1) (n+2)

n

= In(n+1)+In(n+2)—In n—In(n+3).

n(n+3)
On voit ainsi que
i n+1
S,= 3y, u,=m3+InE+1)-In(r+3) =n3+In .
p=1 n+3

La somme de la série est In 3.

7.34 La série est convergente, car u, ~ 1/n°.

1 1 1 1

XX+ (X+2) 2X X+1 2(X+2)

D’ou
1 1 1

Sy = U, = — — + .
,,; P4 2m+1) 2(n+2)

La somme de la série est 1/4.

7.35 Cet exercice se traite comme le précédent : u, ~ 1/n*.
v _r . 1
X(X+1)(X+3) 3X 2(X+1) 6(X+3)

o 1 1.1 1/1 1 1 1/ 1 1 1
Sp= o Uy=—{1+=+Z)—={=+=]— +={—+ -+ X
p=1 3\ "2 3/ 2\2 3/ 2n+1) 6\n+l1 n+2 n+3

La somme de la série est 7/36.

736 cot x—2 cot 2x = cos x 2cos 2x _cosx cos? x—sin? x _ sin x
' sin x sin 2x  sin x sin x cos x cos X
D’ou
1 1
tg— = cot— — 2 cot
2n 2n 2n-1
et
1 1 1
U, = — cot — —
2n 2n 2n—1 2n—1
Par suite :

La série est convergente, et sa somme est 1 —2 cot 2.
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CHAPITRE 8

Rayons de convergence

8.1 On applique la régle de Cauchy i la série des modules :

[

La série est absolument convergente pour tout nombre réel x. Donc R = + co.

i/n

-0,

n

82  Yul=1+1/mx| — |x|. Si |x|<1, la série converge; si |x|>1, la
série diverge. Donc R=1. Si |x| =1,

[u,] = (L+1/n) —e #0.

La série est alors divergente.

8.3 Cette série a le méme rayon de convergence que la série de terme général
(n(n+1)x"~1). Cette derniére est la dérivée seconde de la série géométrique de
terme général (x"*1). Ainsi, R=1. Lorsque |x| = 1, le terme général ne tend pas
vers 0, et la série est divergente.

8.4 Puisque \"/ "2 - 1, 1a régle de Cauchy montre que R = 1. Lorsque |x| =1,
le terme général ne tend pas vers 0, et la série est divergente.

1
o/
8.6 Cette série a le méme rayon de convergence que la série géométrique de

terme général ((x/2)"). Donc R =2. Lorsque |x| = 2, le terme général ne tend pas
vers 0, et la série est divergente.

85  lu,l =

El Puisque /n-»1, 3/u,|—»0. Donc R=+o0.
n

8.7 On applique Ia régle de D’Alembert & la série des modules :

2
u, n
1 = (-——— ) x| = |x].
u, n+1

. Le rayon de convergence est 1. Pour |x| = 1, |u,| = 1/(2n)*. La série est convergente

si x =1, et absolument convergente si x = — 1.

8.8 Appliquons la régle de D’Alembert :

LTSN I L
u, n+1 3 3 ,
Donc R=3. Si x= 3, on reconnait la série harmonique (divergente); si x = — 3,

on reconnait la série harmonique alternée (convergente).
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8.9 On reconnait la série dérivée de la série de terme général (x"*!/4"). Donc
R =4. Si |x| =4, le terme général ne tend pas vers 0, et la série diverge.

8.10 Appliquons la régle de D’Alembert :

=GLYM4M
nt1) 2 27

Donc R=2. Si x=2, on trouve une série de Riemann convergente; si x = —2,
la série est absolument convergente.

Upt1

Uy,

8.11 Remarquons que u, ~ x"[n. D’ol

Upsi
un

lim —2— (x| = |x|.
n- o0 n+

lim

n—+ 4o

La régle de D’Alembert montre que R=1. Lorsque x =1, u, ~ 1/n, et la série
est divergente. Si x = —1,
-1y 1

"_ b
n n3

La série est la somme de la série harmonique alternée et d’une série convergente;
elle est donc convergente.

8.12 En appliquant la régle de D’Alembert, on trouve R=2. Si x=2, u,
=1/2n—1) ~1/2n, et la série est divergente. Si x= —2, u,=(—1)"/2n—1); la
condition suffisante de convergence des séries alternées s’applique, et montre que
la série est semi-convergente.

xn xn-—l
=X
n-1n! n—D!
est absolument convergente pour tout nombre réel x, il en est de méme de la
série proposée; donc R= + .

8.13 u, ~ . Comme la série de terme général (x"~'/(n—1)!)

8.14 Appliquons la régle de D’Alembert :

u, n In(n+1
+11 ( ) lxl 5 lxl .
u, n+l Inn
Donc R=1. Si x =1, u, > 1/n, et la série est divergente. Si x = —1, y, = (—1)"

In n)/n; comme u,—0 et que |u,| décroit si n >3, la série est semi-convergente.
n n

8.5 u,~x""1. La série proposée est absolument convergente si et seulement
si |x] <1; donc R=1. Si |x| =1, le terme général ne tend pas vers 0, et la série
est divergente.
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8.16 Appliquons la régle de D’Alembert :
_(@n+1)(2n+2)

Upiq
|x] —41x].
u, (n+1)?*
Donc R=1/4. Si |x| = 1/4, 4, /u, tend vers 1 par valeurs inférieures. Lorsque
x = —1/4, la condition suffisante de convergence des séries alternées s’applique.

Lorsque x = 1/4, la régle de D’Alembert ne permet pas de conclure. (On démontre
de maniére non élémentaire que la série est divergente.)

Sommes de séries entiéres

8.17 Ontrouveaisément R = 1. Comme = LI ~1-, nous voyons que
. (n—Dn n-1 n
+ o0 + o0 -1 + oo xn
> u, Z —— =Y T = —xIn(l-x)-[—In(1-x)—x]
n=2 n=2 1 n=2 H

= (1—-x)In(1—x)+x.

8.18 u,~ x"[n*; d’0li R = 1. Pour calculer la somme, on décompose la fraction

rationnelle S S en éléments simples :
(X-2)(X-1DX
1 _ 1 1 + 1
X-2)X-1HXx 2(X-2) X-1 2%
D’ou
+ 0 x2 +w xn-Z +w n—1 1 +c x"
u" = - X - -
n;3 2 n§=:3 n—2 n;3 n—1 2n23 n
2
=(—-E—+x-~1->ln(1 x)+§f——f.
2 4 2

8.19 On trouve aisément R = 1. Dérivons, pour faire disparaitre les dénomina-
teurs; nous obtenons la série géométrique de terme général (x**~2). Donc

+w x4n-—1 + a0 x x [+ o x t2
by =Y t4""2dt=f (Z t4““2>dt =f S de
0 0o 1l—t

n=14n—1 =1 0 \u=1 -

1 1 1
- dt = ~ (Arg th x— Arc tg x).
J(l—zz 1+t2) 2( g &%)
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8.20 On déduit de la régle de D’Alembert que R = 1. Pour faire disparaitre
les dénominateurs, dérivons trois fois de suite :

+ 0 + 0 1
") =Y ur(x) =Y x* = 7
n= n=0 1-—-x
11 reste & intégrer trois fois de suite :
o) = | 2 =L (Arg th x+Arc tg x)
01—t 2

*11 1 1
§(x) == “In(l+H)—-=In(1—9 + - Arctgt|ds
() LL 1+9 2 1-9 5 g]

= e 2 - (1=9)n(1- x)——ln(1+x )+

.p

+ ! x Arctg x
2

1 2 1 2 1 2

s(x) = 3 (A4+x)y*In(l+x) — 3 (1-x)*In(1-x) — Zx In(i+x%)—

1 2

—~-(1—x)Arctgx.
4

821 On trouve encore R=1. Pour calculer la somme, on décompose la
fraction rationnelle X/(X+ 1) (X+2) en éléments simples :

b'¢ 2 1
(X+1)(X+2) X+2 X+1

D’ol
+ 00 2 f n+2 1-&-}30 1n n+1
U, = — e
n;o x? n=0 n+2  xa= o( n+1
=2-[ In(1+x)+x]————ln(1+ X) = -3C-+—21 (1+x)+%
x2 x2

8.22 La régle de D’Alembert montre que R = + co. Pour calculer la somme,
remarquons que

sy x3" Z Z D (o) Y 5 (@ x)”)

n=0 (3n)! 3 =op! p=o p! p=

_ =143

ol
2
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Donc

s = %(ex—!—e“”‘—{—e“’z")
= —1-[e"+e""/2 <cos l/-éx-f—j sin lﬁx) + e_"/z(cos VA x—j sin V3 >]
3 2 2 2 2
_1 <e’°+23""’2 cos ﬁx)
3 2

823 SiaeN, u, estnul désque n > o, et R = + co. Si a ¢ N, la régle de
D’Alembert montre que R = 1. La somme de la série entiére est :

5(x)= z u,(x)=oax [1+2(oc~1) x+'~+% (@—1) (@—2) ... (a—n) x”+"-]
@=1)(@=2) ... @—n) x+] _

n!

=ocx% [x+(o¢-1) X% 4t

Ainsi,  s(x) = ocxd—d)-c- [x(1 + x)* 1] = ax(1 + ax) (1 + x)*"2.

8.24 Rappelons que (1 + x)" = )  CF x*. Dérivons deux fois :

p=0
nl +x) =Y pCrx*~t  nn—1DA+x""2= Y pp—1)x2,
p=1 p=2

Remplagons x par 1 et ajoutons membre 4 membre :
Y PEPCE=n2"" 4 an— 12" 2 =n@n+ 1)27"2.
p=1

D’apres la régle de D’Alembert, R = 1/2. Pour tout réel x € ]— 1/2, 1/2[, posons
t = 2x, afin de reconnaitre un développement classique :

n(n + 1) '; _ _l d21«n+1

= o= = e
) 4 4 4
Or +Zm #*t = L Par suite & Jf = 2 Finalement
’n=1 - t- ’dt2n=1 (1 ""t)3‘ ’
+ 0 P x
ngl un(x) - 2(1 . [)3 - (1 — 2 x)3 .
Développements en série entiére
825 f(x) = _r _ 1(1-—x/3+(x/3)2+ e F (=" (x3)"+..) R=1.

3(1+x/3) 3
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8.26 Rappelons que cos 3x =4 cos® x—3 cos x. D’olt

3 3 cos x-+cos 3x
cos’ x = —————,
4
En développant en série entiére cos x puis cos 3x, nous obtenons :
2n
cosx =1 — Sx Lyt (=PI
2 8 4 @n)!
827 f(x)=In4+In 1+Z~1
2 1yl n
—om2+ XXy 4D <§>+ R=4.
4 32 n 4
3x? 4 6 3
828 f(x) = 2 _ - .
(1-x) (1-x (A-xy 1-x
Or,
U e T S
1—x

D’otl en dérivant :

———1———2 = 142x+3x*+ ... +(r+D)x"+ ...
(1-x)
et
2 n
5 = 2+6x+ ... +n+D) E+2)x"+ ...
(1—x)
Finalement :
fE) =1+3x+ - +Q2r>+Dx"+ - R=1.
2
8.20 1+2x2= 12+ 1 __w wz
1+x+x X—@ xX—@ 1—wx 1—ow’x

= —o(l+ox+o’x*+ ... +o"x"+ ..)
—?*(l+0?x+0* x>+ ... +0*"x"+ ...)
= 14x—2x"+ ... +x3P L3P0 P24

8.30 Remarquons que f(x) est la-partie réelle de

exp (x cos ) exp (jx sin o) = exp (xei).

239
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Donc
. x% . Xt .
f(x) = Re<1+xela+_2__62,)a+ +__'ejna+ )
n!

2 n

=1+xcosoc+x?cos2cx+...+x—'cosnoc+... R=+ow.
n!

8.31 Remarquons que

cos (1+j)x=ch x cos x—j sh x sin x.

Donc
ch x cos x = Re [cos (1 +])x].
Or,
w2 } . ~2n -
cos(1+j)x =1 ——gt'-——J-)—-x2+ +(-—1)”g—ﬂ—)—x2"+
2! @n)!
et
(1 +j)2n = " (eju/4)2n = o enjn/Z.
D’ou
1 4 2¢ 8 p 2%" 4p
chxcosx=1—-x*"+=x%+ ... +(=1) xP 4. R=+0w.
6 8! 4p)!

8.32 On peut remarquer que

1+2x

i

et intégrer le développement de I’exercice 8.29. On peut aussi écrire :

3
In(l14+x+x* =1In 11+x

= In(1—x%)—In(1—x).

—X

Il suffit de développer In (1 —x) en série entiére, puis de remplacer x par x3. On
obtient : .
2 3 3p+1 3pt+2
ln(1+x+x2)==x+x————2—x——+...+x X —2Z +..
2 3 3p+1  3p+2  3p+3

3p+3

8.33 Ladérivéeest f'(x) =1 + In (1 + x). D’ou :
n—1

-1

X

S =1+ i(‘”""ln R=1.
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On intégre terme & terme, en remarquant que f(0) = 0 :

+ 0 xn
f(X)‘=x+,,=Zz(_l)m’ R=1.
8.34 La dérivée est :

-1

£ = — .
T -2

1+
x
z

ce qui montre au passage que f(x) = 7} + %Arc sin x. Ainsi,

On intégre terme 4 terme, en tenant compte de f(0) = e
b + o0 (2 n) ] 1 x2n+1
f(X) 4 + Z (n |)2 22n+1 2n + 1

n=Q

1
1+x 2.1 —x
1 —

241
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CHAPITRE 9

9.1 Pour tout nombre réel x, f(x+n) = — f(x). Il n’y a donc pas d’harmonique
de rang pair.

b f{x)
2-
/ f(xo)'/ /
1 : ! : H
|

L ]

-2‘7{ | .XO : :27[ X
.
AN N

-2
Fic. 1

1 2
Arpir = i[fo (i + 1) cos(2p+1)xdx~J‘ icos(Zp—{—l)xdx].

.

Or,

chos(2p+1)xdx _ xsin@p+1)x __fsm(zp+1)x &

2p+1 2p+1
_xsin(2p+1)x + cos(2p+1)x
2p+1 @p+1)?

D’ol Ay,41 = —4/(2p+1)*7* De méme, B,,,, = 6/(2p+1)n. Finalement,

4 "X cos@p+1)x 6 P sin(p+1)x
w“p=0 (2p+1) np=0 2p+1

On aurait pu aussi remarquer que f est la somme d’un signal en dents de scie

triangulaires, d’un signal rectangulaire et d’un signal constant égal & —1/2, et
appliquer les résultats des n* 9.7 et 9.9 (avec E = —3/2).

_ 4 & sin@p+Dx
2 Je=" % T

e“—l(l *® cos nx +°°nsinnx>'
9.3 x) = =+ — .
&) 2 ,,;1 n?+1 ,.;1 n?+1

2 +oo r  4yn
9.4 f(x) =2 14 ( 21) cos nx.

3 n=1 N
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9.5 f(x)= —2—\/3’ (cos x —-~1~cos 5x +;l-cos Tx -1 cos 11x+ )
™ 5 7 11

4

N
=
o)
N
x

FiG. 2

9.6 f(x) =—2——-\/3<sinx-—1— sin 5x+—1-sin 7x+...>.
i3 25 49

F1G. 3

H Ll A A
9.7 fx)= S pz (1-{— 2p Yy (2 1)2 cos nx).
T \p n=1p°—n
9.8 La fonction f est impaire, donc 4, = 0.

fix)

shn

-shn

Fic. 4




244 Solutions des exercices

shn n 2shn n
C,=(—1)j —= e | B,= (=1t ——
(=173 7 1+n? =1 n  1+n?
2shn t= n
Sx) = — - 1) sin nx.
() - ,,Z‘l( )1+n2

S(n)=0=f (n). La fonction f n’est pas continue au point z, mais

sty = LN @=)

2
9.9 fix)
v
7T
|
| } / |
Fic. 5
v V 2V ’ 14 2v+V
Ayz=———, 4, =0, =— B, =——_ B = .
0 4 2p 2p+1 (2P+1)2752 2p n 2p+1 nm

200 4y s 20 /100 4y
A4, =22 B =2 vy /2B =2 +4x22,
: 972 A } 3 n \ 81zn? n

mé

0 0 T T+ T
FiG. 6
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~ mb 2m
b Ao =—, A, = ————(cos nwf—1
) 0 2 n?.wZ(T__e)( )
B =~—-2-—22~n-1——sinna)0.
n“w*(T'—0)
1 m .
Si n;éO, Cn=_ A,,"".B" R (LA e—;nwo_l .
2( 1B,) nzwz(T——())( )

¢) Pour tout nombre réel x,

cos x—jsin x—1 = —2sin®> — 2j sin XcosE = — 2jsinZeI2,
2 2 2 2
D’ou
Jcos x—j sin x—1| = 2|sin x/2|
et
2m . '
Gl = |sin nw0/2|.
fll 2 Z(T—-O)
d) Az = .Bz = O
9.11 a)
f(x)
7[2
71
- 7T \‘ ’O % \\713 X
\ / \
\ / \
\\'\—’/
FiG. 7

b) Comme f est impaire, 4o = 4, =0.
8

4
B,=—[1-(-1)", B;,=0, B = ——

7m3[ (-] 25 21 = T
8 * @ sin(2p+1)x

S =2 % 2p+1)°
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Solutions des exercices

c¢) La fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme de Lejeune-
Dirichlet. Donc §' = f. En particulier, S(n/2) = f(n/2). Or,

8% (=P 2
S(nf2) = ~ t 2)=mn"/4.
(/2) n e p +1)3 et f(n/2)=n"/
9.12 a)
flx)
flax)
7T (6] T 27 an X

FiG. 8

b)  Ao=4n*[34+m,  A,=4/n?

B,= —(4n+2)/n

+ oo
S()=i3—~+ + Z (icosnx—4n+

n

2. >
Sin nx .

c¢) La fonction S prend la méme valeur que f en tout point ol cette

derniére fonction est continue. En particulier,

= f(n) = 2+,

d) Remplagons cette fois x par 0. Comme f n’est pas continue en ce

1"
S(m) = ——-—+ +4 Z )
D’ou
+ o0 (_1)n+1 _ 7-12;2_
n=1 n2 12'
point,

5(0) = f—((’;*—*;f—(oé‘) — 2’4,



Chapitre 9

D’autre part,

4 2 + 4
SO =" +n+ Y —.
n=1n
Finalement,
+ oo 1 77,'2

247

9.13 a) Vu la conduction unilatérale des diodes, le signal de sortie est composé

des alternances positives :

y(t)

U2

[\

O 742 5Th2 T2

FiG. 9

T

b) Posons x = wt. La fonction ¢ est définie par

3U
Ppx) = —x
7t

= U/2
= 33U —~x/rn)
=0

yix)

Ufz

si xe[0, /6]

si x € Jn/6, Snj6[
si xe]15xn/6, ]

si xe]n, 2xn[.

O a6 nf3 nj2

576 7«

Fic. 10
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Solutions des exercices

Considérons ¢ comme la translatée par n/2 de la fonction paire 4 :

hix)
Uf2
| [
I )
| |
| I
[ 1
| |
| i
| | .
-7 -/2  -7f3 O n/e a3 n/? 7 X
Fic. 11
Ag(h) = §—g~, A, (h) = —%—t—]—z (cos nn/3—cos nn/2), B.(h) =0.
24 n°n
Ao(p) = §—g, A, (p) = 62U2 (cos nn/3—cos nn/2) cos nn/2
24 n°n
B,(p) = f—% cos nzn/3 sin nx/2.
€)  As=0, s = JAZ+BE = |By| = 2U[37%

9.14 a) La diode D, ne conduit pendant [’alternance positive du signal
d’entrée qu’a partir de I’instant ot la tension & ses bornes est positive, ¢’est-a-dire
lorsque la tension d’entrée est supérieure a E. La diode D, reste bloquée tant que
u est positive. Pendant I’alternance négative de u, les réles sont inversés. D’ott le

graphe de ¢ :

0()=E site[~TJ6,TI6], o()=—E site[l3,2T)3],

@)= Ucos ot
A, =U(/3/2n+1/3);

Ul2sin(2p+1D=n/3 sin pn/3
A2P+1=;[_____(__p___)_/_.+(_]_)l’__§_/_+

A2p = 0:

si te]T)6, T/3[ ou si tel2T)3,5T)6].

2p+1

+(=1)7*? %WJ, B,=0.

p+1



Chapitre 9

veyit)

_'.7,;/3 Twt
7t/2
FiG. 12
¢) Comme B, =0, Y,=|d4,|=U(/3/2n+1/3).
d) Viets = AI/\/Q ~ 43 volts.
9.15 a)
flt)
E
f ]
| |
! l
-T ~2T3 'T3 o) Ta 2T3 T t
..E' -
T
Fic. 13
E_E L R .
b) S() = —3— - Z ~ (3 sin 2nrn/3—sin 4nn/3) cos nwt .
7 on=11

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 3

249




250 Solutions des exercices

- ¢) La théorie des nombres complexes appliquée aux quadripbles en régime
sinusoidal (voir tome 1) montre que la fonction de transfert du circuit proposé est
v iRCw
2. iR
u 1+jRCw

Comme chaque composante du signal d’entrée subit cette fonction de transfert,

il suffit de remplacer w par new et de raisonner sur le terme général de la série
précédente.

9.16 a)

fit}

135U 7

Fic. 14
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b) Vu la présence de la diode et son sens de branchement, le courant ne passe.
que pendant les alternances négatives du signal. L’intensité du courant dans le
circuit est définie par

o) = -—logexp(—-t/Ol) si te[0,2T/3]

=0 site]2T/3, T[.

2T

Fic. 15

L’énergie dissipée est
27/3
Wg = J R(—10U/R)? exp(—21/6,)dt
V]

_100U?
R

0, T3 50,
-——2—-exp(—2t/01) A =——~I-{—-—U 0,[exp(—4T/36,)—-1].

i’équation de la tangente montre que 6, = T/3; d’ol

50 U? - 50U%T
We==—(@1-e*HTx
R7 3 R( )

= 16,45 microjoule,

puisque e™* ~0,0183 et que (1 —e™*) ~ 0,9817.

©) C,= _%_[exp(—Z —jmz>—-l].
R +j2nm) 3




252 Solutions des exercices

+ow
9007 S(t) =L f2E y sm@pE DM et
2 T p=0 2p+1

La courbe enveloppe du spectre de fréquence a pour équation y = -1—2% mx

x

Ap
EA \A'!
Az
7 Ag A11
5w Tw T T~.371 X
ol » 3w 27 9w 1o
As A7
FiG. 16

La premiére arche ne contient que la fondamentale et I’harmonique trois.

Valeur efficace :

T/8 3T/8 o2
Vjﬁ=-2-U Ezdt+f E—dtil
TiLJ)o /8 4

ST T T
T \8 4,8 8 8
Valeur efficace de la fondamentale : 4%, = E2/n?.

Valeur efficace de I'harmonique trois: A2 = E*/972 .

L’énergie fournie par les deux premiéres harmoniques est proportionnelle 4

(£ 2) -1
n*  9xn® 9n?

Celle fournie par le signal est proportionnelle & (3 E2/8) et

Wy, _10E*9n* 80 ~ 03
Wy 3E38  21x*




PRIMITIVES USUELLES

OnposeP=—72—z+7rZ et Q=1nZ.

Fonctions Primitives Intervalles
o mptl
ey ceC (x—c R
neZ—{-1} n+1
et
(x—a)* acR | = la, +oof
aeR—{~—1} a+1
1 aeR In|x—al R—{a}
x—a :
Injx—c|+j Arg (x—c)
. . — 1 — 2 2
1 c=a-+jb ——zln[(x a)”+b"] R
x—c aeR, beR*® y—a
: +j Arc tg —
b
In x x(In x—1) R%
ecx CEC* _e_. R
c
ch x sh x R
sh x ch x R
cos X sin x R
sin x —COS§ X R
th x In(ch x) R
coth x In |sh x| R*
tg x —In|cos x| R-P
cot x In |sin x| R-0Q
12 th x R
ch” x
i —coth x R*
sh” x
12 tgx R-P
cos” x
1 .
—cot x R-Q
sin? x




Fonctions Primitives Intervalles
2 Arctge”
1 £ R
ch x 2Arctgth§=Arctgshx'
L In th’—“] R*
sh x 2
1 In tg(3-°+’—’) R-P
coSs X 2 4
-7—1— In tg5 R-Q
sin x 2
1
Arctg x R
14x2 £
21 5 aecR?% ~1~Arc tg = R
a +x a a
Argth x 1-1,1[
! 1 1+x
—x? ~1In |~ R-{~1,1
1—x 5 < { }
1 * 1 a+x
aeR — In | ——— R—{—a,a
a?—x* ¥ 2a a—x { )
! Arcsin x = = — Arc cos x 1-1,1[
1—x? 2
1 aecR* ArcsinZ 1-a,al
\/az—xz a
! Argsh x =In(x+./x*+1) R
1+x?
1 * S
\/a2+x2 acRl ln(x+\/x +a) R
Argch x 11, + o[
1 —Arg ch(—x) -0, —1[
x*—1 — :
In |x+/%*—1] R-[-1,1]
21 - acR* In jx+./x*—a? R—[—a,d]




DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE USUELS

. . . .y Rayons de
Fonctions | Développements en série entiere
convergence
x  x* x"
e T = b k= e + 00
i1 21 n!
2 4 2r
ch x AT I I +oo
21 4! 2!
3 5 2r+1
sh x x+-3-c-—+§—--l-_...+-——x—-——-+... : -+ 00
31 5! @r+n!
2 4 2r
cos x 1_x_+§_+m+(_1), A + o0
21 4! @r!
3 5 2r+1
sin x x—x—+2€—~+...+(——1)'——x————-+... +c0
3t 51 @2r+1)!

(1+x)* 1+E—x+g—(ﬁ:—12x2+...+a(a-1)"'(a-n+1)x"+... 1  aeR

1! 2! n!
1 2 n.n

o I—x+x*+ ... +(—1)"x"+ ... 1

1+x
2 3 n

nA+x) |x=+X (= 1
2 3 n
3 5 2r+1

Argth x x+§——+f~+...+x + 1
3 5 2r+1

3 5 2r+1

Arctgx x-£~+3—c—+...+(——1)’36——-—+... 1
3 5 2r+1




INDEX TERMINOLOGIQUE

Abel (lemme d°), 114.
Abélienne (intégrale), 36.
Alembert (régle de D), 105.
Alternée (série), 107.
Analyse d™un signal, 163.

Bertrand (intégrale de), 83 ; (série de),
95.

Cauchy (régle de), 102.

Convergence (intervalle de, rayon de),
114, ’

Convergente (intégrale), 77; (inté-
grale absolument), 82 ; (série), 94 ;
(série absolument), 106.

Convolution (produit de), 156, 182.

Développable (fonction) en série
entiére, 118.

Divergente (intégrale), 77 ; (série), 94.

Dominée (fonction), 46.

Entiére (série), 112.
.Enveloppe (courbe), 161.
Equivalentes (fonctions), 48.

Fondemenzalé (fréquence), 135.
Fourier (coefficient de), 133; (série
de), 132; (transformée de), 178.

Général (terme d’une série), 94.
Géométrique (série), 95.
Gibbs (phénoméne de), 134.

Harmonique, 135 ; (série), 95.

Intégrable (fonction), 77.

Lejeune-Dirichlet (théoréme de), 134.
Limité (développement), 53,

Maclaurin (série de), 120.
Maclaurin-Young (formule de), 57.

Négligeable (fonction), 48.
Numérique (série), 94.

Orthogonales (fonctions), 131.
Parseval (égalité de), 157, 184.
Plancherel (égalité de), 184. -
Prépondérante (fonction), 48.

Principale (partie), 61.

Reste d’une série, 94.

- Riemann (régle de), 81, 103 ; (série de),

95.

Semblables (fonctions), 47.

Semi-convergente (intégrale), 8§2;
(série), 107.

Série, 94.

. Simple (convergence), 112.

Somme d’une série, 94.
Spectral (diagramme), 159.
Spectre de fréquence, 159.

Taylor-Young (formule de), 57.
Trigonométrique (série), 130.

Uniforme (convergence), 113.

Wallis (intégrale de), 33.
Weierstrass (condition de), 113.
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